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一类红松林种群数学模型的分支问题
Bifurcations of the Mathematical

Model of Population of Korean Pines
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摘要　对一类具有鼠类作用的三维非线性红松林种群的数学模型讨论了鞍结分支 , 且对 Hopf分支周期解进行

了详细的分析与计算 .
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Abstract　 The saddle-node bi furcation fo r a kind of nonlinear mathematical model of three-di-

mensions fo r the popula tion of Ko rean pines w ith mouse class function w as discussed, and cal-

culation fo rmula and analysis fo r the periodic solution of Hopf bifurcation w ere given detai lly.

Key words　 popula tion of Ko rean pines, saddle-node bifurcation, Hopf bi furca tion, periodic so-

lution.
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1　问题提出

文献 [3 ]提出一类具有鼠类作用的非线性红松

林种群的数学模型

　

dx
dt

= V+ a1x + x
2
- b1 y≡ P ( x ,y , z ,V)

dy
dt

= a2x - y≡ Q (x , y , z ,V)

dz
dt

= b2y - z≡ R ( x , y , z ,V)

( 1)

式中 x ( t ) , y ( t ) , z ( t )分别表示松籽 ,鼠类和幼苗的

增长数量 ,V, a1 , a2 ,b1 , b2均为正常数 , 具有生态意

义 . 本文在文献 [3 ]的基础上对系统 ( 1)作了进一步

研究 , 得到了一些新的结果 .

2　鞍结分支

首先叙述几个简单的结论:

　　引理 1
[3 ]　当 a2b1 - a1 > 2 V时 , 系统 ( 1)在

R
3
+ 内存在两个平衡点 Mi ( xi , yi , z i ) , 其中

　　 xi =
1
2 a2b1 - a1± (a2b1 - a1 ) 2 - 4V

(设 x 1 > x 2 )

　　 yi = a2xi

　　 z i = a2b2xi　　 ( i = 1, 2)

当 a2b1 - a1 < 2 V时 , 在 R
3
+ 内无系统 ( 1)的平衡

点 .

　　 引理 2
[3 ]　 系统 ( 1)的平衡点 M1 (x 1 , y1 , z 1 )是

双曲型的 . 当 a2b1 - 1 < (a2b1 - a1 )
2
- 4V时 , 平

衡点 M2 (x 2 ,y2 , z 2 )是渐进稳定的 ; 当 a2b1 - 1 >

(a2b1 - a1 )
2
- 4V时 , 平衡点 M2是双曲型的 ; 当

a2b1 - 1= (a2b1 - a1 )
2
- 4V时 , M2是不稳定的 .

　　引理 3　当 a2b1 - a1 = 2 V时 , 系统 ( 1)在

R
3
+ 内存在唯一的平衡点 M ( V,a2 V,a2b2

V) .

我们选V作为分支参数 , 讨论了系统 ( 1)的鞍结

分支问题 , 得到如下结果:

　　定理 1　当 a2b1 - a1 = 2 V且 a1+ 2 V-

1≠ 0, 则系统 ( 1)在平衡点 M处出现鞍结分支 .

　　 证明　在平衡点 M处 , 系统 ( 1)的特征方程为

λ- a1 - 2 V b1 0

- a2 λ+ 1 0

0 - b2 λ+ 1

= λ(λ+ 1) [λ-
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(a1 + 2 V - 1) ] = 0

其特征值为

　　λ1 = 0,　 λ2 = - 1,　 λ3 = a1 + 2 V - 1

由定理假设知 ,λ3≠ 0. 系统 ( 1)对应于λ1 = 0的特征

矩阵为

a1 + 2 V - b1 0

a2 - 1 0

0 b2 - 1

其右特征向量为

　　V =

1
a2b2

1
b2

1

而左特征向量为

　　W = ( - 1
b1

,　 1,　 0)

设 FV表示系统 ( 1)的向量场 ( P ,Q ,R ) , 则

　　W
 FV
 V

= -
1
b1
≠ 0

　　因为

　　DFV =

a1 + 2x - b1 0

a2 - 1 0

0 b2 - 1

　　于是有

　　D (DFVV )V =

2
a
2
2b

2
2

0

0

　　所以

　　W  D (DFVV )V = -
2

a
2
2b1b

2
2
≠ 0

故由定理 [2 ]得证 .

3　 Hopf分支周期解

下面仍以 V作为分支参数 , 讨论 Hopf分支周期

解的近似表达式 .在 a2b1 - a1 > 2 V的情形下 ,易

知 ,在平衡点 M2 (x 2 ,y2 , z 2 )处的特征矩阵为

　　A (V) =

a1 + 2x 2 - b1 0

a2 - 1 0

0 b2 - 1

其特征值为

　　λ1, 2 =
1
2 [a1 + 2x 2 -

1± (a1 + 2x 2 - 1)
2
- 4 (a2b1 - a1 )

2
- 4V]

　　λ3 = - 1

由 a1+ 2x 2 - 1= a2b1 - 1 - (a2b1 - a1 )
2
- 4V=

0, 即

　　V=
1
4
( - 2a1a2b1 + a

2
1+ 2a2b1 - 1) V0

可知 , 在V= V0附近 , λ1 , λ2是一对共轭复数

　　λ1, 2 = T(V)± ik(V)

其中 , T(V) =
1
2 (a1 + 2x 2 - 1) ,　k(V) =

1
2

- (a1 + 2x 2 - 1)
2
+ 4 (a2b1 - a1 )

2
- 4V

通过简单计算得到

　　T(V0 ) = 0,

　　T′(V0 ) =
1

a2b1 - 1
,

　　k(V0 ) = a2b1 - 1

于是在 V= V0时系统 ( 1)发生 Hopf分支 . 记 k0 =

k(V0 ) .

A (V0 )对应于特征值λ1 (V0 ) = ik0 ,λ3 = - 1的特

征向量分别为

　　 V1 =

　　 1

a2
ik0 + 1

a2b2

( ik0 + 1)
2

,　V3 =

　 0　

　 0　

　 1　

令

　　 P = ( Re V1 , - Im V1 , V3 ) =

1 0 0　

a2

k2
0+ 1

a2k0

k2
0 + 1

0　

a2b2 ( 1 - k2
0 )

(k2
0+ 1) 2

2a2b2k0

(k0
2 + 1) 2

1　

从而有

　　 P
- 1

=

1 0 0　

-
1
k0

k2
0 + 1
a2k0

0　

a2b2

k0
2
+ 1

-
2b2

k
2
0+ 1

1　

　　M2 (V0 ) =

x2 (V0 )

y2 (V0 )

z 2 (V0 )

=

1
2
( 1 - a1 )

1
2 a

2 ( 1 - a1 )

1
2
a2b2 ( 1 - a1 )

令

　　

　 x　

　 y　

　 z　

= M2 (V0 ) + P

　 x
-　

　 y
-　

　 z-　
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得到

　　

dx-

dt
= △ + x

-2 - k0y
-

dy-

dt
= -

1
k0
△ + k0x

- -
1
k0

x
-2

dz-

dt
=

a2b2
k2

0 + 1
△ +

a2b2
k2

0+ 1
x
-2 - z

-

( 2)

式中△ = V+ a1x 2 + x
2
2 - b1y2 .

根据文献 [1]的计算方法 , 得

　　g11 = g02 = g20 =
1
2
- i

1
2k0

,

　　G21 = 0,

　　k11 =
a2b2

2(k0
2 + 1)

　　k20 =
a2b2

2(k
2
0+ 1) ( 4k

2
0+ 1)

- i
a2b2k0

(k
2
0+ 1) ( 4k

2
0+ 1)

,

　　G110 = G101 = g21 = 0

于是 , 有

　　 c1 (V0 ) =
1
4k2

0
- i

1
6k0

( 1+
5
2k2

0
)

　　k′(V0 ) = -
1
k

3
0

　　V= V0+ V2X
2
+ V4X

4
+ …

式中V2 = -
Re c1 (V0 )
T′(V0 )

= -
1
4
,决定 Hopf分支的方向

　　 r2 = -
1
k0

[ Im c1 (V0 ) + V2k′(V0 ) ] =
k

2
0 + 1
6k0

4

　　U2 = 2Re c1 (V0 ) = 1
2k

2
0

因 此 , 周 期 T =
2c
k0

( 1 +
k2

0 + 1

6k
4
0
X
2
+ o(X

4
) ) ,

　 Floquet指数U=
1
2k2

0
X2+ o (X4 ) , 故分支出的周期

解是不稳定的 .

　　又由 u = Xe2cit /T+ iX2
g11

6k0
[e- 4cit /T - 3e4cit /T + 6 ]

+ o(X3 )得到

　　 Re u = Xcos
2ct
T

+ X2
1
6k2

0
[3 - cos

4ct
T

+ 2k0 sin

4ct
T

]+ o(X
3
) ,

　　 Im u = Xsin
2ct
T

+ X
2 1
6k

2
0
[k0 ( 3 - cos

4ct
T

) -

2sin
4ct
T

]+ o (X3 ) .

从而得到下面的定理

定理 2　 设 a2b1 - a1 > 2 V,　 则当 V < V0 =

1
4 ( - 2a1a2b1+ a

2
1+ 2a2b1 - 1)且V0 - V充分小时 ,

系统 ( 1)在 M2附近存在不稳定的周期解 , 其周期为

　　 T =
2c
k0

1+
k0

2
+ 1
6k4

0
X
2
+ o(X

4
)

周期解的表达式为

　　 x = 1
2
( 1 - a1 )+ Xco s 2ct

T
+ X2 1

6k
2
0
( 3 - co s 4ct

T

+ 2k0sin
4ct
T

) + o(X3 )

　　 y =
1
2
a2 ( 1 - a1 ) + X

a2

k2
0+ 1

(cos
2ct
T

+ k0sin

2ct
T

) + X2
a2

6k2
0
( 3 - co s

4ct
T

) + o(X3 )

　　 z =
1
2
a2b2 ( 1 - a1 )+ X

a2b2
(k2

0 + 1) 2
[ ( 1 - k0

2 ) co s

2ct
T

+ 2k0sin
2ct
T

]+ X2
a2b2

6k2
0 ( 4k2

0 + 1)
[3( 4k2

0 + 1) -

cos 4ct
T

- 2k0sin 4ct
T

]+ o (X3 )

这里 ,k0 = a2b1 - 1,　X
2
=
V- V0

V2 + o(V- V0 )
2
.

注: 定理 2包含了文献 [3]中定理 1的结果 .
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