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摘要　用群论和数论研究素数阶循环图的基本性质 ,并进一步探讨寻求 Ramsey数 Rn ( 5)的下界

的一般方法 ,得到了 Ramsey数 Rn( 5)的 20个新的下界 .
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Abstract　 The basic cha racters of prime o rder cyclic g raph w as studied by using Group theory

and Number theory , and further studies w ere also made to the method fo r finding low er

bounds o f Ramsey numbers Rn ( 5) . Tw enty new low er bounds of Ramsey numbers Rn( 5) w ere

obtained.

Key words　 Ramsey number, low er bound, cyclic g raph
中图法分类号　 O157. 5

　　 1930年 ,英国科学家 F. P. Ramsey发现了一个

定理 [ 1] . 该定理揭示了 “不可能有完全的无序” 这深

刻的自然规律而引起人们浓厚的兴趣 , 发展成为图

论、 组合数学和离散数学的核心内容—— Ramsey理

论 ,在现代数学中产生了深远的影响 ,并在计算机科

学、通讯工程学和决策科学等许多学科的实际问题中

有着广泛的应用 .

确定 Ramsey数是 Ramsey理论的核心问题 , 也

是世界著名的数学难题
[2 ]
. 即使是改进一个具体的

Ramsey数的上界或下界也是难度非常大的工作 . 例

如 , 很长一段时间以来 , 仅知道 28≤ R ( 3, 8)≤ 29 .

1990年 , B. D. McKay和张克民
[3 ]
采用穷举法 , 在

高速计算机上连续运算一个月证明了 R ( 3, 8) = 28,

得到迄今已知的第 9个不平凡的 Ramsey数 ,这是一

个很大的成就 . 但是当 Ramsey数增大时 , 采用这种

方法的运算量呈指数型增长 ,所需要的运算时间是人

们难以接受的 . 由于 Ramsey数的确定如此困难 , 而

且至今在理论和方法上尚未见到取得突破的迹象 ,因

此近年来国内外学者主要用各种方法借助计算机对

一些具体的 Ramsey数给出估计
[4 ]
. 阎淑达

[5 ]
、 宋恩

民 [ 6]、 谢继国 [7 ]等人研究了阶数较小的循环图 , 得到

了一些 Ramsey数的新的下界 ,这些成果都是当今高

度发达的计算机科学技术与高超的计算机编程技巧

的结晶 .但是鉴于这些方法在产生参数时存在一定随

机性 , 因此我们另辟战场 , 从理论上对 Ramsey数进

行了深入的探讨 .用群论和数论研究素数阶循环图的

性质 ,阐明了寻求多色 Ramsey数 Rn ( 5)的下界的较

一般的方法 , 一举得到如下 20个 Ramsey数 Rn ( 5)

的新下界:

　　定理 1　约定 , 多色 Ramsey数 R (k1 ,k2 ,… ,kn ;

2)当 k = k1 = k 2 = … = kn时简记为 Rn (k ) ,我们有
( 1)R4 ( 5)≥ 770
( 2)R5 ( 5)≥ 1532
( 3)R6 ( 5)≥ 4154
( 4)R7 ( 5)≥ 5574

( 5)R8 ( 5)≥ 10434
( 6)R9 ( 5)≥ 16382
( 7)R10 ( 5)≥ 18342
( 8)R11 ( 5)≥ 20550

( 9)R12 ( 5)≥ 29138
( 10)R13 ( 5)≥ 30578

( 11) R14 ( 5)≥ 51242
( 12) R15 ( 5)≥ 62312
( 13) R16 ( 5)≥ 66338
( 14) R17 ( 5)≥ 71538

( 15) R18 ( 5)≥ 86294
( 16) R19 ( 5)≥ 111950
( 17) R20 ( 5)≥ 127242
( 18) R21 ( 5)≥ 140870

( 19) R22 ( 5)≥ 152858
( 20) R23 ( 5)≥ 178988
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　　上述下界均未见于国内外其他文献报道 ,并且远

远优于根据一般的下界公式计算出来的结果 .

1　素数阶循环图与 Ramsey数 Rn ( 5)的下界

给定整数 n≥ 2,素数 p = 2mn+ 1,记 Zp = {-

mn ,… , - 1, 0, 1,… ,mn}为模 p的绝对最小完全剩

余系 .约定 ,以下所有小写英文字母都表示模 p整数 ,

并且任何若干个整数的加、减、乘、乘方运算的结果

(为了简便 ,仍用普通等号“= ”写出 )都应取模 p同

余归结到 Zp ,除非另外声明 .设 g是 p的原根 ,记

　　Z
-
p = {x|x = g

j
, 0≤ j < 2mn} .

　　Ti = { x|x = g
n j+ i

, 0≤ j < 2m } , 0≤ i < n.

　　TiTj = { x|x = ab,a∈ Ti ,b∈ Tj } .

熟知 Zp是有限域 , Z-p是在模 p同余的乘法运算下的 2

mn阶交换群 ,T0是生成元为 g
n的 2m阶循环群 ,它是

Z-p的正规子群 ,Ti是T0的陪集 , Z-p /T0 = {T0 ,… ,Tn- 1}

是 Z
-
p的商群 ,并且有

引理 1　TiTj = Ti+ j ,其中Ti+ j = Tr , r = i+ j ( mod

n )且 0≤ r < n. (约定 ,以下关于Ti的下标均仿此:取

模 n同余且归结到模 n的最小非负剩余系 { 0, 1,… ,n

- 1} .

定义 1　设 G是 p个顶点的完全图 ,顶集 VG =

Zp ,以命名为 0, 1,… ,n - 1的 n种颜色把各边着色:

当且仅当 x - y∈ Ti时两个顶点 x ,y称为Ti相邻的

(即顶点 x , y的联边是着色 i的 ) .像这样命名了各顶

点并且规定了各边着色方法的完全图称为 p阶循环

图 .

定义 2　在 p阶循环图 G中 ,k≥ 2个不同的顶

点 x , y ,… , z如果其中任意两个顶点都是Ti相邻的 ,

就称它们作成一个 k阶Ti团 (即各边均着色 i的 k阶

完全子图 ) ,记为 (x , y ,… , z ) .

引理 2　设 a∈ Tj ,b∈ Zp ,则 f (x ) = ax+ b( x

∈ Zp )作成图 G的同构变换 ,它把 k阶Ti团变换成 k

阶Ti+ j团 .

证明　由 a∈ Tj知 a≠ 0.对于任意 x , y∈ Zp有

x = y ax = ay f ( x ) = f ( y ) ,即 f作成顶集 VG的

1— 1变换 .据引理 1有 x - y∈ Ti f (x ) - f (y ) =

a (x - y )∈ Ti+ j ,即图 G中Ti相邻的两个顶点变换成

Ti+ j相邻的其他两个顶点 ,因此图 G中Ti 团变换成

Ti+ j团 .证毕 .

注意到 T0是生成元为 g
n的 2m阶循环群 ,因此

g
nm
≠ 1但 g

2nm
= 1,有 g

nm
= - 1∈ T0 .由引理 1得 x

∈ T0 - x = ( - 1)  x ∈ T0 ,由此易知

引理 3　记T
+

0 = {x|x∈ T0且 x > 0} ,则在取模

p同余归结到 Zp的乘法运算再取绝对值的复合运算

下 ,T
+
0 作成以 g

n
为生成元的 m阶循环群:

　T
+
0 = {|x||x≡ g

ni
( mod　 p ) ,x∈ Zp , 0≤ i < m }.

并且有 x ∈ T0 |x|∈ T
+
0 .

定义 3　记T0的子集

　　θ= {x|x ∈ T0且 x - 1∈ T0} .

设θ≠H且 a∈ θ.令

　　θ(a ) = {x|x ∈ θ且|x - a|∈ T
+
0 } .

我们用 [θ(a) ]表示集合θ(a )的特征数:如果θ(a) =

H,就记 [θ(a) ] = 0;如果θ(a )只含一个元素 ,或者对

于任意 b,c∈ θ(a)都有|c- b| T
+
0 ,就记 [θ(a) ]=

1.其他情形记为 [θ(a) ] > 1.

引理 4　设 θ≠ H.如果对于任意 a∈ θ,恒有

[θ(a ) ]≤ 1,那么 Rn ( 5)≥ p + 1.

证明　假设在 p阶循环图 G中存在某个 5阶Ti

团 (x 1 ,x 2 , x 3 , x4 ,x 5 ) .据定义 2知 x 2 - x 1∈ T1 ,据引

理 1知 (x 2 - x1 )
- 1
∈ Ti ,据引理 2知变换

　　 f (x ) = (x 2 - x1 ) - 1  (x - x 1 )

把这 5阶Ti团变换成 5阶T0团 ( 0, 1,a,b,c ) ,其中 a =

f (x 3 ) ,b = f ( x4 ) ,c = f ( x5 ) .考察这 5阶T0团 ,据定

义 2知 c - b∈ T0并且

　　 ( 1)a,a - 1; b,b - 1; c,c - 1∈ T0 a,b,c∈ θ.

　　 ( 2)b - a ,c - a∈ T0.

据引理 3知|b - a|,|c - a|,|c - b|∈ T
+
0 ,据定义

3知b ,c∈ θ(a )并且有 [θ(a) ]> 1.这与引理 4的条件

是不相容的 .因此我们根据定义 1构造了一个 p阶循

环图 G并且证明了: 在引理 4的条件下 ,这 p阶循环

图 G中任何 5阶 Ti 团 ( 0≤ i < n )都不存在 . 据

Ramsey 定理知 Rn ( 5) ≤ p 是不可能的 ,只能有

Rn ( 5)≥ p + 1.证毕 .

2　定理 1的证明

引理 3揭示了正规子群 T0的对称性结构 ,即由

T
+
0 可确定T0: x ∈ T

+
0 x与 - x ∈ T0 ;引理 4则给出

了寻求 Rn( 5)下界的一般方法 .

( 1)给定 n = 4,素数 p = 769,则 g
n
= 4是循环

群T
+
0 的最小生成元 ,据引理 3算得

T
+
0 = { 1, 3, 4, 9, 10, 12, 16, 19, 25, 27, 30, 34, 36, 40,

41, 43, 48, 57, 62, 64, 75, 76, 77, 81, 85, 90, 94, 98,

100, 102, 108, 113, 120, 123, 129, 131, 136, 143, 144,

149, 155, 160, 164, 171, 172, 173, 178, 182, 186, 190,
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192, 193, 197, 199, 203, 211, 223, 225, 228, 231, 235,

242, 243, 245, 248, 250, 251, 253, 255, 256, 270, 277,

282, 289, 294, 300, 304, 306, 308, 311, 314, 317, 322,

324, 337, 338, 339, 340, 359, 360, 361, 362, 369, 376,

377, 382} .

据定义 3有

θ= { 4, 10, 41, 76, 77, 144, 172, 173, 193, 243,

251, 256, 338, 339, 340, 360, 361, 362, 377, - 376, -

361, - 360, - 359, - 339, - 338, - 337, - 255,

- 250, - 242, - 192, - 172, - 171, - 143, - 76,

- 75, - 40, - 9, - 3} .

不难验证 ,θ( 4) = H.据定义 3知 [θ( 4) ] = 0.

θ( 10) = { - 359, - 172, - 75, - 9}并且对于任意

b, c∈ θ( 10) ,都有|b - c| T
+
0 ,据定义 3知 [θ( 10) ]

= 1.仿此可证 ,对于任意 a∈ θ都有 [θ(a ) ]≤ 1.据引

理 4即得 Rn( 5)≥ 770.这就证明了定理 1的第 ( 1)个

结论 .

仿上述 ,考察以下各组数据

( 2)n = 5,素数 p = 1531,T
+
0 的生成元 g

n
= 11.

( 3)n = 6,素数 p = 4153,T
+
0 的生成元 g

n = 61.

( 4)n = 7,素数 p = 5573,T
+
0 的生成元 g

n = 11.

( 5)n = 8,素数 p = 10433,T
+
0 的生成元 g

n
= 2.

( 6)n = 9,素数 p = 16381,T
+
0 的生成元 g

n
=

153.

( 7)n = 10,素数 p = 18341,T
+
0 的生成元 g

n = 4.

( 8)n = 11,素数 p = 20549,T
+
0 的生成元 g

n
=

18.

　 ( 9)n = 12,素数 p = 29137,T
+
0 的生成元 g

n = 8.

　 ( 10)n = 13,素数 p = 30577,T
+
0 的生成元 g

n
= 92.

　 ( 11)n = 14,素数 p = 51241,T
+
0 的生成元 g

n = 7.

　 ( 12)n = 15,素数 p = 62311,T
+
0 的生成元 g

n = 3.

　 ( 13)n = 16,素数 p = 66337,T
+
0 的生成元 g

n
= 4.

　 ( 14)n = 17,素数 p = 71537,T
+
0的生成元 g

n
= 20.

　 ( 15)n = 18,素数 p = 86293,T
+
0的生成元 g

n = 31.

　 ( 16)n = 19,素数 p = 111949,T
+
0 的生成元 g

n =

119.

　 ( 17)n = 20,素数 p = 127241,T
+
0 的生成元 g

n
= 2.

　 ( 18)n = 21,素数 p = 140869,T
+
0 的生成元 g

n = 8.

　 ( 19)n = 22,素数 p = 152857,T
+
0 的生成元 g

n =

203.

　 ( 20)n = 23,素数 p = 178987,T
+
0 的生成元 g

n =

19.

利用计算机作辅助运算 ,可以验证相应的集合θ都满

足引理 4的条件 ,因此据引理 4就证明了定理 1中的

其余的各结论 .
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