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用因式分解法求解高维空间各向同性谐振子
Solution of the Hyperradial Schro dinger Equation

of the Isotropicν-Dimensional Harmonic
Oscillator by Factorization Method
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摘要　用因式分解法找到高维空间各向同性谐振子的超径向阶梯算符 , 计算能量本征值和超径向本征函数 , 并

给出归一化系数的一般公式。
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Abstract　 Hyperradial ladder opera to rs o f the iso tropicν-dimensional ha rmonic o scilla to r are

found by factoring the hyperradial Sch ro dinger equa tion of the system. Eig envalues o f the ener-

gy and hyperradial eigenfunctions are calcula ted wi th the ladder operato rs. The general fo rmu-

las o f the no rmalizing facto rs a re giv en as w ell.

Key words　 i so tropicν-dimensional ha rmonic oscilla to r, h yper radial Schro dinger equation, hy-

perradial ladder opera to r

中图法分类号　 O413. 1

　　在分子、 原子和原子核物理中的一些相互作用 ,

可以用耦合振子来描述
[1 ]
。文献 [2～ 4]讨论了四个

和任意个耦合振子的求解 , 哈密顿量的形式为:

　　 H = ∑
d

i= 1
(
p
2
i

2m +
K 0

2 q
2
i ) +

K
4∑

d

i, j= 1
(qi - qj )

2
( 0)

这样的耦合振子系统 ,通过适当的变换 ,可化为独立

谐振子系统。而且这 d个独立谐振子中 ,只有一个简

正频率为k0 = K 0 /m ,其余 (d - 1)个简正频率是

相同的k= ( K 0+ dK ) /m

[3 ]

。这些 ( d - 1)个简正

模可看作多维各向同性谐振子。

本文把多维各向同性谐振子作为一个单独系统 ,

用与文献 [2～ 4 ]不同的阶梯算符方法来处理。文献

[5, 6] 曾用径向阶梯算符处理过二维和三维各向同

性谐振子。在此基础上 ,用因式分解法找到高维空间

各向同性谐振子的超径向阶梯算符 ,用于计算能量本

征值和超径向本征函数 ,并给出归一化系数的一般公

式。

在ν维空间超球坐标系中 ,各向同性谐振子的薛

定谔方程是

　　 - h
2m

5 2+ 1
2
mk2r2 j(r , ) = Ej(r , )

( 1)

其中

　　 r = (∑
ν

j= 1
i
2
j )
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∧
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　　 ∧
^
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h
i
(ij
 
 ik

- ik
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)

E > 0是谐振子能量 , r是超球半径 , 是广义立体

角 , 5 2是ν维超球坐标系中的拉普拉斯算符 , ∧
^
2是

广义角动量平方算符 [ 7]。

分离变量后方程 ( 1)变为

　　 ∧
^
2
Y ( ) = ∧ 2

Y ( ) ( 2)
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　　 [-
d2

dr2
-
ν- 1
r

d
dr

- 2m
h
( E -

1
2
mk2r2 ) +

∧ 2

h
2
r
2 ]R( r ) = 0 ( 3)

方程 ( 2)的解是超球谐函数 Y [k ] ( ) ,本征值是

　　 ∧
2
= λ(λ+ ν- 2) h

2
( 4)

其中λ= 0, 1, 2,… 是角量子数
[ 7]
。将式 ( 4)代入方程

( 3) ,超径向薛定谔方程变为

　　 [-
d
dr

2 -
ν- 1
r

d
dr -

2m
h
2 ( E -

1
2mk

2
r
2
) +

λ(λ+ ν- 2)
r
2 ]R (r ) = 0 ( 5)

其中 R (r )是超径向波函数。

　　令T=
mk
h
,X=

E
hk

= n +
ν
2
, (X> 0,n待

定 ) ,Y= (Tr )
2
, R (r ) = T

ν- 1
2 ν(Y) /Y

ν
4 ,代入方程 ( 5)经

计算可得到

　　 [-
d2

dY2
-

n +
ν
2

2Y
+

(λ+
ν
2
- 2) (λ+

ν
2
)

4Y2
]×

νnλ(Y) = -
1
4
νnλ(Y) ( 6)

用Y2左乘方程 ( 6)可得

　　 [- Y2
d2

dY2
-

n+
ν
2

2
Y+

1
4
Y2 ]νnλ(Y) = -

1
4
(λ+

ν
2
- 2) (λ+

ν
2
)νnλ(Y) ( 7)

1　量子数λ的阶梯算符

将方程 ( 6)左边的二阶微分算符进行因式分解 ,

可得到两条伙伴方程

　　 -
d
dY
+
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2
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2Y
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ν
2
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- 1νnλ(Y) ( 8)
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ν
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2
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ν
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νnλ(Y) =

1
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ν
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λ+
ν
2

2

- 1 νnλ(Y)
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定义算符

　　 ( Bnλ)+ = - d
dY
+
λ+

ν
2
- 2

2Y
-

n +
ν
2

2(λ+
ν
2
- 2)

( 10)

　　 ( Bnλ) - =
d
dY
+
λ+

ν
2
- 2

2Y
-

n +
ν
2

2(λ+ ν
2
- 2)

( 11)

且令系数

　　bnλ=
1
4

n+
ν
2

λ+ ν
2
- 2

2

- 1 ( 12)

则伙伴方程 ( 8)和 ( 9)变为

　　 ( Bnλ)+ (Bnλ)- νnλ(Y) = bnλνnλ(Y) ( 13)

　　 ( Bn ,λ+ 2 ) - (Bn,λ+ 2 )+ νnλ(Y) = bn ,λ+ 2νnλ(Y) ( 14)

　　用 (Bnλ) - 和 (Bn ,λ+ 2 )+ 分别左乘方程 ( 13)和 ( 14)

得到

　　 ( Bnλ) - (Bnλ)+ [ (Bnλ)- νnλ(Y) ] = bnλ [ (Bnλ)-

νnλ(Y) ] ( 15)

　　 ( Bn ,λ+ 2 )+ (Bn,λ+ 2 )- [ (Bn,λ+ 2 )+ νnλ(Y) ] =

bn ,λ+ 2 [ (Bn,λ+ 2 )+ νnλ(Y) ] ( 16)

将方程 ( 15)和 ( 16)分别与方程 ( 14)和 ( 13)对比 ,容

易看出

　　 ( Bnλ) - νnλ(Y) = b
-
nλνn,λ- 2 (Y) ( 17)

　　 ( Bn ,λ+ 2 )+ νnλ(Y) = b
+
n ,λ+ 2νn ,λ+ 2 (Y) ( 18)

其中 b
-
nλ和 b

+
n,λ+ 2是与归一化有关的系数。所以 ,

( Bnλ) - 和 (Bn ,λ)+ 分别是对角量子数λ的降算符和升

算符 ,升降阶梯为 2个单位。

2　能量本征值

现在 ,利用升降算符 (Bnλ)+ 和 ( Bnλ) -确定待定参

数 n的取值 ,从而求出能量本征值。对于能量 E一定

的束缚态 ,λ不可能任意大 ,否则离心势将超过 E。设

对于一定的 n存在λ的最大值λ′,即无λ> λ′的态 ,则

必须有如下关系

　　 ( Bn ,λ′+ 2 )+ νnλ′(Y) =
-

d
dY
+
λ′+

ν
2

2Y
-

n+
ν
2

2(λ′+
ν
2
)
νnλ′(Y) = 0 ( 19)

　　用 (Bn ,λ′+ 2 ) - 左乘方程 ( 19) ,并根据方程 ( 14)和

式 ( 12) ,有

　　 ( Bn ,λ′+ 2 ) - (Bn,λ′+ 2 )+ νnλ′(Y) =
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1
4

n +
ν
2

λ′+
ν
2

2

- 1 νnλ′(Y) = 0 ( 20)

因为νnλ′(Y)≠ 0,所以根据方程 ( 20)有

　　
n + ν

2

λ′+
ν
2

2

- 1 = 0 ( 21)

由方程 ( 21)解得

　　n = - (λ′+ ν) , (舍去 ,因不满足 n +
ν
2
= X>

0)

　　n = λ′ ( 22)

因为在一般情况下 ,λ′= 0, 1, 2,… ,所以根据式

( 22) ,n的取值应为 0, 1, 2,… .利用关系X= n+ ν
2
=

E
hk

,得到ν维各向同性谐振子的能量本征值

　　En = (n +
ν
2
) hk,　n = 0, 1, 2,… ( 23)

其中 n是主量子数。

根据式 ( 22)和式 ( 17) ,在能量为 En的态中 ,λ的

其他取值应该是从λ′开始以 2为阶梯的下降数列 ,即

　　λ=
0, 2, 4,… ,n ,　　n为偶数

1, 3, 5,… ,n ,　　n为奇数
( 24)

根据式 ( 24) , (n - λ)必为偶数 ,所以有关系

　　n = 2nr + λ,　nr = 0, 1, 2,… ( 25)

将式 ( 25)代入式 ( 23)得到

　　En
r
λ= ( 2nr + λ+ ν

2
) hk,nr、λ= 0, 1, 2,…

( 26)

其中 nr是超径向量子数。

3　系数 b
+
nλ和 b

-
nλ

首先需明确超径向本征函数 vnλ(Y)的归一化条

件。根据 Rnλ(r )的归一化条件 ,以及关系Y= (Tr ) 2和

R (r ) = T
ν- 1
2 v (Y) /Y

ν
4有

∫
∞

0
R
*
nλ(r )Rnλ(r )rν- 1dr = 1

2T∫
∞

0
ν*nλ(Y)νnλ(Y)Y- 1dY

= 1 ( 27)

用 (Bnλ)+ 左乘式 ( 17) ,并利用方程 ( 13)以及式

( 18)和式 ( 27) ,可得系数 b
+
nλ和 b

-
nλ的一个关系

b
+
nλb

-
nλ = bnλ ( 28)

由一阶微分方程 ( 19)可解出主量子数为 n、角量

子数λ取最大值λ′= n的波函数

νnλ′(Y) =
2T

0!Γ(λ′+
ν
2 )

1 /2

Y
1
2
(λ′+ ν

2
)
e
-Y/2

( 29)

式 ( 29)的波函数是用积分法归一化的。根据式 ( 17) ,

用 (Bnλ′) - 作用于 vnλ′(Y)得到

　　νn ,λ′- 2 (Y) =
1

b
-
nλ′

2T

0!Γ(λ′+
ν
2
)

1 /2

×

λ′+
ν
2
- 1

λ′+
ν
2 - 2

Y
1
2 (λ′+

ν
2 - 2)

e
-Y/2 [ (λ′+

ν
2
- 2) - Y]

( 30)

将式 ( 30)代入式 ( 27) ,经计算可得

　　b
-
nλ′=

1(λ′+
ν
2
- 1)

λ′+
ν
2
- 2

( 31)

将式 ( 31)代入式 ( 30)得到归一化的波函数

　　νn ,λ′- 2 (Y) =
2T

1!Γ(λ′+
ν
2 - 1)

1 /2

×

Y
1
2
(λ′+ ν

2
- 2)

e
-Y/2 [ (λ′+

ν
2
- 2) - Y] ( 32)

用 (Bn,λ′- 2 ) - 作用于 vn ,λ′- 2 (Y)得到

　　νn ,λ′- 4 (Y) =
1

b
-
n ,λ′- 2

2T

1!Γ(λ′+
ν
2
- 1)

1 /2

×

λ′+ ν
2
- 2

λ′+
ν
2
- 4
Y
1
2
(λ′+ ν

2
- 4)

e
-Y/2 [ (λ′+

ν
2
- 4) (λ′+

ν
2
-

3) - 2(λ′+
ν
2
- 3)Y+ Y2 ] ( 33)

将式 ( 33)代入式 ( 27) ,经计算得到

　　b
-
n ,λ′- 2 =

2(λ′+
ν
2 - 2)

λ′+
ν
2
- 4

( 34)

将式 ( 34)代入式 ( 33)得到归一化的波函数

　　νn ,λ′- 4 (Y) =

2T

2!Γ(λ′+ ν
2
- 2)

1 /2

Y
1
2
(λ′+ ν

2
- 4)

e
-Y/2

[ (λ′+
ν
2 -

4) (λ′+
ν
2
- 3) - 2(λ′+

ν
2
- 3)Y+ Y2 ] ( 35)

从式 ( 31)和式 ( 34)可以看出 ,b
-
nλ的一般公式是

　　b
-
nλ = b

-
n,λ′- 2n

r
=

(nr + 1) [λ′+
ν
2
- (nr+ 1) ]

λ′+
ν
2
- 2(nr+ 1)

( 36)

将式 ( 36)代入式 ( 28) ,利用式 ( 12)经计算得到 b
+
nλ的

一般公式

　　b
+
nλ = b

+
n,λ′- 2n

r
=
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(nr + 1) [λ′+ ν
2
- (nr + 1) ]

λ′+
ν
2 - 2(nr+ 1)

( 37)

4　超径向本征函数

根据式 ( 17)和式 ( 36) ,用降算符作用于 vnλ′(Y)

若干次 ,不需用式 ( 27)便可直接得到主量子数为 n、

角量子数λ取其他值的归一化超径向本征函数

　　νnλ(Y) = νn ,λ′- 2n
r
(Y) = ∏

n
r
- 1

j= 0

(Bn ,λ′- 2j )-

b
-
n ,λ′- 2j

νnλ′(Y)

( 38)

　　 (Bn ,λ′- 2j )- =
d
dY

+
λ′+

ν
2
- 2( j + 1)

2Y
-

n +
ν
2

2 [λ′+
ν
2
- 2( j+ 1) ]

( 39)

利用式 ( 38)和式 ( 39)计算了 nr = 3, 4, 5三个归

一化超径向本征函数:

　　νn,λ′- 6 (Y) =

2T

3!Γ(λ′+
ν
2 - 3)

1 /2

Y
1
2
(λ′+ ν

2
- 6)

e
-Y/2

[ (λ′+
ν
2

-

6) (λ′+
ν
2 - 5) (λ′+

ν
2 - 4) - 3(λ′+

ν
2 - 5) (λ′

+
ν
2 - 4)Y+ 3(λ′+

ν
2 - 4)Y

2
- Y

3
] ( 40)

　　νn,λ′- 8 (Y) =

2T

4!Γ(λ′+
ν
2
- 4)

1 /2

Y
1
2
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2
- 8)

e
-Y/2 [ (λ′+ ν

2
-

8) (λ′+ ν
2
- 7) (λ′+ ν

2
- 6) (λ′+ ν

2
- 5) - 4(λ′

+
ν
2
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ν
2
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ν
2
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ν
2

- 6) (λ′+
ν
2
- 5)Y2 - 4(λ′+

ν
2
- 5)Y3 + Y4 ]

( 41)

　　νn,λ′- 10 (Y) =

2T

5!Γ(λ′+
ν
2 - 5)

1 /2

Y
1
2
(λ′+ ν

2
- 10)

e
-Y/2

[(λ′+
ν
2
-

10) (λ′+
ν
2 - 9) (λ′+

ν
2 - 8) (λ′+

ν
2 - 7) (λ′+

ν
2 - 6) - 5(λ′+

ν
2 - 9) (λ′+

ν
2 - 8) (λ′+

ν
2 -

7) (λ′+
ν
2 - 6)Y+ 10(λ′+

ν
2 - 8) (λ′+

ν
2 - 7) (λ′

+
ν
2 - 6)Y

2
- 10(λ′+

ν
2 - 7) (λ′+

ν
2 - 6)Y

3
+

5(λ′+
ν
2
- 6)Y

4
- Y

5
] ( 42)

从式 ( 29)、 ( 32)、 ( 35)和式 ( 40) ～ 式 ( 42)看出 ,

主量子数为 n、角量子数λ= λ′- 2nr = n - 2nr的归

一化超径向本征函数可表示为

　　νnλ(Y) = νn ,λ′- 2n
r
(Y) =

2T

nr!Γ(λ′+
ν
2
- nr )

1 /2

Y
1
2
(λ′+ ν

2
- 2n

r
)
e
-Y/2 {∑

n
r
- 1

i= 0

( - 1)i

× C
i

n
r
[∏
n
r
- 1

j= i

(λ′+
ν
2
- 2nr + j ) ]Yi + ( - Y)nr } =

2TΓ(λ+
ν
2 + nr )

ni! [Γ(λ+
ν
2
) ]

2

1 /2

Y
1
2
(λ+ ν

2
)
F ( - nr ,λ+

ν
2
,Y)

( 43)

其中 C
i

n
r
是组合数 , F (- nr ,λ+ ν

2
,Y)是合流超几何

级数
[8 ]
。由式 ( 43) 利用关系 Y= (Tr )

2
和 R (r ) =

T
ν- 1
2 ν(Y) /Y

ν/4
可得超径向本征函数 Rnλ(r )。

5　量子数 n的阶梯算符

将方程 ( 7)左边的二阶微分算符进行因式分解 ,

可得到另外两条伙伴方程

　　
- Y

d
dY
+

1
2
Y-

n +
ν
2
- 2

2
Y
d
dY
+

1
2
Y-

n+ ν
2

2
νnλ(Y) =

1
4
[ (n +

ν
2
- 2) (n+

ν
2
) - (λ+

ν
2 - 2) (λ+

ν
2 ) ]ν

nλ(Y) ( 44)

　　
Y
d
dY+

1
2Y-

n +
ν
2
+ 2

2
- Y

d
dY
+

1
2
Y-

n+
ν
2

2
νnλ(Y) =

1
4
[ (n +

ν
2
) (n+

ν
2
+ 2) - (λ+

ν
2
- 2) (λ+

ν
2
) ]νnλ(Y) ( 45)

定义算符

　　 ( Anλ)+ = - Yd
dY
+ 1

2
Y-

n +
ν
2
- 2

2
( 46)

　　 ( Anλ) - = Y
d
dY
+

1
2
Y-

n+
ν
2

2
( 47)

且令系数

　　anλ=
1
4
[ (n +

ν
2
- 2) (n +

ν
2
) - (λ+

ν
2
-

2) (λ+
ν
2 ) ] ( 48)
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则伙伴方程 ( 44)和 ( 45)变为

　　 ( Anλ)+ ( Anλ)- νnλ(Y) = anλνnλ(Y) ( 49)

　　 ( An+ 2,λ)- ( An+ 2,λ)+ νnλ(Y) = an+ 2,λνnλ(Y) ( 50)

可以证明 , ( Anλ)+ 和 ( Anλ) - 分别是对主量子数 n

的升算符和降算符

　　 ( Anλ)- νnλ(Y) = a
-
nλνn- 2,λ(Y) ( 51)

　　 ( An+ 2,λ)+ νnλ(Y) = a
+
n+ 2,λνn+ 2,λ(Y) ( 52)

其中 a
-
nλ和 a

+
n+ 2,λ是与归一化有关的系数。

利用升降算符 ( Anλ)+ 和 ( Anλ) - ,同样可以求出能

量本征值和超径向本征函数。可以找出系数 a
+
nλ和 a

-
nλ

的一般公式

　　a
+
nλ = a

+
λ+ 2n

r
,λ= - nr [λ+ ν

2
+ (nr - 1) ]

( 53)

　　a
-
nλ = a

-
λ+ 2n

r
,λ= - nr [λ+

ν
2
+ (nr - 1) ]

( 54)

6　结语

上述所有结果 ,不仅适用于高维空间各向同性谐

振子 ,也适用于二维和三维各向同性谐振子。很明显 ,

当 ν= 2, 3时 , 升降算符式 ( 10)、 ( 11)、 ( 46) 和

( 47) , 能量本征值式 ( 23) 和 ( 26) , 归一化系数式

( 36)、 ( 37)、 ( 53) 和 ( 54) , 以及本征波函数式

( 29)、 ( 32)、 ( 35)、 ( 40) ～ ( 42) , 均与文献 [5,

6 ] 中的相应结果完全一致。

本文方法处理的对象虽然是各向同性谐振子系

统 , 但也可用于处理式 ( 0) 中的耦合振子系统 , 这

是下步进行的工作。
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Ramsey数 R ( 5, 9)≥ 114

S. P. Radziszow ski在 1993年发表了一篇关于 Ramsey数权威性的综述文章: Small Ramsey Numbers.

在这篇文章中 R ( 5,q)下界的已知情况是这样的: R ( 5, 5)≥ 43, R ( 5, 6)≥ 58, R ( 5, 7) ≥ 76, R ( 5, 8)≥

95, 再往后是未知的。

谢继国、 张忠辅在 1996年第 20期 《科学通报》 上给出了 R ( 5, 9)≥ 98, R ( 5, 10) ≥ 106。张正铀、 苏

文龙、 罗海鹏在 1997年第 2期 《广西科学》 上给出了 R ( 5, 11) ≥ 114。

根据 S. P. Radziszow ski 1997年 7月 3日通过因特网寄给我们的综述 《 Small Ramsey Numbers》 的扩

充、 修改版本征求意见稿 , N. J. Calkin, P. Erdo s和 A. D. Polimeni给出了 R ( 5, 9) ≥ 114, 文章待发

表。这是一个很强的结果。

我们通过计算机构造了一个 113个顶点的循环图 , 也给出了和上述几个作者相同的 R ( 5, 9) ≥ 114的结

果。简介如下: 依照 《经典 Ramsey数 R ( 5, 11) 的下界》 〔广西科学 , 1997, 4 ( 2): 84, 92〕中的定义和

方法 , 我们通过计算机构造了一个 113个顶点的循环图 G113 , 它的参数集 S= { 1, 3, 7, 8, 9, 12, 13, 15,

17, 19, 22, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 33, 43, 45, 46, 47, 51, 54}。我们在计算机上验证了 , G113中即

不含 5点团 K5 , 也不含 9独立点集 K- 9 , 即证明了 R ( 5, 9) ≥ 114。

(苏文龙、 罗海鹏、 张正铀 ) 　　
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