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基于第二类 Chebyshev多项式导数
及其伴随函数的共轭双正交级数
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摘要　讨论涉及到第二类 Ch eby shev多项式导数的共轭双正交级数 , 这里进一步讨论其共轭级数 , 目的是为椭

圆周上的柯西型积分的主值提供新的逼近工具 .
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Abstract　 The co njuga te series o f the bio thog onal series based on the deriv ativ es of the seco nd

kind of Cheby shev poly nomials were studied in o rder to giv e a new appro xima tio n to ol fo r the

principal value of Cauchys type integ ral o n an el lipse.
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　 　 在 “ The Biorthogo nal Series based o n the

Deriva tives of Chebyshev Poly no mia ls o f the Second

kind”一文中 ,笔者其于第二类 Cheby shev多项式导

数 , 定义了一类新的双正交级数 [1 ] , 本文作为该文献

工作的继续 , 进一步讨论其共轭级数。

　　用 Un (z )表示第二类 Chebyshev多项式
[2 ]

Un (x ) =
sin(n + 1) arccosx

1 - x
2

　 ( - 1 < x < 1) ( 1)

令 Hn (z ) = - kn+ 1 { (n + 1)k2 - (n + 3) } ,

z∈ C - [- 1, 1 ] ( 2)

其中k= z - z
2

- 1,C表示复平面 .

文献 [1]中证明在以± 1为焦点 ,长短半轴和为

d的椭圆周 Gd上 ,导数序列 {U′n+ 1 (z ) }和其伴随函

数序列 { Hn (z ) }是双正交的 .

椭圆 Gd的方程是Y= ch (f+ is ) , - c≤ s≤

c(e
f

= d )

令 f (z )在 Gd上是 L可积的 ,定义

　　 f n =
1

2ci (n + 1) (n + 3)∮
 G

d

f (Y) Hn (Y)dY

　　 f - n =
1

2ci (n + 1) (n + 3)∮
 G

d

f (Y) U′n+ 1 (Y) dY

文献 [1]中讨论了以 f n , f - n为系数的双正交级数

　　∑
∞

0

( f nU′n+ 1 (z ) + f - n Hn (z ) ) , z ∈  Gd

收敛于 f (z )的问题 .

本文进一步讨论它的共轭级数

　　∑
∞

0

( f nU′n+ 1 (z ) - f - n Hn (z ) ) ( 3)

和在 Gd上以函数 f (z )为核密度的柯西型积分的主

值: 　 (p .v )
1

2ci∮
 G

d

f (Y)
Y- z

dY　 (z∈  Gd )之间的关系 .

按通常定义

　　 ( p. v )
1

2ci∮
 G

d

f (Y)
Y- z

dY= lim
W→ 0

1
2ci ∮

 G
d

- L
W

f (Y)
Y- z

dY

其中 LW表示以 z = ch (f+ iθ)为心的 Gd上的小弧

段 ,准确地说: LW: z = ch (f+ i s ) ,θ- W≤ s≤ θ+ W.

　　定理　若在 Gd上 , f ∈ lipT, 0 <T≤ 1,则在

 Gd上 , f (z )的共轭级数 ( 3)的部分和 S
~

n ( f ; z )适合:
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S
~

n ( f ; z ) = 2( p. v )
1

2ci∮
 G

d

f (Y)
Y- z

dY+ Od (
lnn
n

T )

　　首先由 ( 1) , ( 2)两式易知 ,当 z = ch (f+ iθ)

∈  Gd时 ,

U′n+ 1 = 1
2

(n + 1)e
(n+ 2) (f+ iθ)

sh
2
(f+ iθ)

- e
( n+ 1) (f+ iθ)

sh
3
(f+ iθ)

+ (n + 1)e
- (n+ 2) (f+ iθ)

sh
2
(f+ iθ)

+ e
- (n+ 1) (f+ iθ)

sh
3
(f+ iθ)

( 4)

Hn (z ) = 2{ (n+ 1)e- ( n+ 2) (f+ iθ)
sh (f+ iθ)

+ e
- (n+ 1) (f+ iθ)

} ( 5)

观察 ( 4) , ( 5)两式 ,并经过直接验算可得下面等式 .

　　引理 1　 当 z = ch (f+ iθ)时 ,

　　U′n+ 2 (z ) Hn (z ) - U′n+ 1 (z ) Hn+ 1 (z )

= 2(n + 2) (n+ 3)

这个恒等式在下面的论证中起着关键的作用 .

共轭级数 ( 3)的部分和:

　　S
~

n ( f ; z ) =
1

2ci∮
 Gd

f (Y) K
~

n (z ,Y) dY ( 6)

其中核函数

K
~

n (z ,Y) = ∑
n

0

1
(k + 1) (k+ 3)

(U′k+ 1 (z ) Hk (Y) -

V′k+ 1 (Y) Hk (z ) ) ( 7)

　　引理 2　当 z = ch (f+ iθ) ,Y= ch (f+ is )时 ,

∑
n

0

1
(k + 2) (k+ 3)

U′k+ 1 (Y) Hk (z )

=
- 1

Y- z
-

ie
i (n+

5
2

) ( s- θ)

2sin
1

2
( s - θ)sh (f+ is)

- Ln (s ,θ) + O(n ) .

其中 Ln (s ,θ) = e
i( n+ 2) ( s- θ)

(e
f+ is

+ e
- f- iθ

)
sh

2
(f+ is )

　　证明　由循环公式:

　　nU′n+ 1 (z ) = 2(n + 1)zU′n (z )

- (n + 2)U′n - 1 (z ) ,

　　n Hn (z ) = 2(n+ 1)z Hn - 1 (z )

- (n + 2) Hn- 2 (z ) .

可推知

∑
n

0

1
(k + 2) (k+ 3)

U′k+ 1 (Y) Hk (z )

=
- 1

Y- z
+

U′n+ 2 (Y) Hn (z ) - V′n+ 1 (Y) Hn (z )
2(n + 2) (n+ 3) (Y- z )

=
1

2(n + 2) (n + 3)
1

Y- z
{ - 2(n+ 2) (n+ 3)

　 + U′n+ 2 (Y) Hn (z ) - U′n+ 1 (Y) Hn (z ) }

应用引理 1,可知上式中的括号部分可改写为:

　　 - U′n+ 2 (Y) Hn (Y) + U′n+ 1 (Y) Hn+ 1 (Y)

+ U′n+ 2 (Y) Hn (z ) - U′n+ 1 (Y) Hn+ 1 (z )

从而

∑
n

0

1
(k + 2) (k+ 3) U′k+ 1 (Y) Hk (z )

=
1

2(n + 2) (n + 3)
 { - U′n+ 2 (Y)

Hn (Y) - Hn (z )

Y- z

　 + U′n+ 1 (Y)
Hn+ 1 (Y) - Hn+ 1 (z )

Y- z
}

=
1

2(n + 2) (n + 3)
 {J 1+ J 2 } ( 8)

　　经过繁琐的计算可知:

J1 = - (n + 1) (n + 2)
e
f+ i(n+ 3)s

sh (f+ i s )

 e
- i( n+ 2) s

- e
- i (n+ 2)θ

Y- z
- (n+ 1) (n+ 2)

 
e
f+ is  e

i (n+ 2) (s-θ)

sh
2 (f+ is )

cth(f+ i
s+ θ

2
) - (n+ 2)

 
e

2f+ i(n+ 3)s

sh
2 (f+ is )

 
e

- i(n+ 1)s - e
- i(n+ 1)θ

Y- z
+ (n + 1)

 
e
i( n+ 2) s

sh
2 (f+ is )

 
e

- i(n+ 2)s - e
- i(n+ 2)θ

Y- z
+ O (n)

= J 11+ J 12 + J 13 + J 14+ O (n )

J2 = (n+ 1) (n+ 2)
e

-f+ i(n+ 2)s

sh (f+ i s )
 
e

- i (n+ 3)s - e
- i (n+ 3)θ

Y- z

+ (n + 1) (n + 2)
cth(f+ i

s + θ
2

)

sh
2
(f+ i s )

 e
-f- iθ

 

e
i(n+ 2) ( s- θ)

+ (n+ 1)
e
i(n+ 2)s

sh
2
(f+ is )

 
e

- i (n+ 2)s
- e

- i (n+ 2)θ

Y- z

- (n+ 2)
e

- 2f+ i (n+ 1)s

sh
2
(f+ is )

 
e

- i (n+ 3)s
- e

- i(n+ 3)θ

Y- z
+ Od (n )

= J 21+ J 22 + J 23 + J 24+ O (n )

　　通过计算并且注意到

　　Y- z = 2ish (f+ i
s+ θ

2 ) sin
s+ θ

2 ,有

J11 + J 21 = (n + 1) (n+ 2) (
- 2

Y- z

+ i
e
i( n+

5
2

) ( S- θ)

sin
1
2

(s - θ)sh (f+ is )
)

J12 + J 22 = -
(n+ 1) (n + 2)
sh

2
(f+ is )

 e
i (n+ 2) ( S- θ)

(e
f+ is

+ e
-f- iθ

)

( J 14+ J 23 ) + (J 13+ J 24 )

= - 4(n + 2) ( 1 - e
i(n+ 2) ( S- θ)

)
1

Y- z
+ O (n)

由此及 ( 8)式 ,引理 2得证 .

定理的证明

由 ( 7)式和引理 1可知 ,

K
~

n (z ,Y) =
2

Y- z
-

icos(n +
5
2

) (s - θ)

2sin 1
2

(s - θ)sh (f+ i s )

+ ( Ln (θ, s ) + Ln (s ,θ) ) + O (
1
n

)
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从而由 ( 6)式 ,有

S
~

n ( f ; z )

= 2( p. v )
1

2ci∮
 G

d

f (Y)
dY

Y- z
+

1
4c

(p .v )∫
c

-c

F (s )

co s(n +
5
2 (s - θ)

sin
1
2

(s - θ)
ds+

1
2c∫

c

- c

F (s )sh (f+ is ) (Ln (θ, s )

+ Ln (s ,θ) ) ds+ O(
1
n

)

= B1 + B2 + B3 + O (
1
n

) ( 9)

其中 F (s ) = f (ch (f+ is ) ) . Ln如引理 2所述 .

易见 F (s )以 2c为周期且 F∈ lipT,由 Fo urier分

析 [3 ]知 ,项 B2恰为 F (s )的共轭 Fourier三角级数余

和的一半 ,进而有

　　B 2 = O
lnn
n

T

再由 Fo urier三角级数的系数估计可推知

　　B 3 = O
1
n

T

由此及 ( 9) 可得定理的结论 .
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我国空间科学实验获重要成果

我国首次在卫星上开展一定规模、 分层次、 系统的空间生物学效应实验 , 取得了一批具有科学

价值和应用前景的重要成果。

1996年 10月 20日 , 我国成功地发射了科学探测和技术实验卫星。中科院空间科学与应用总体

部 ,利用中科院的综合优势 ,组织了空间生命科学、材料科学和环境监测等方面的多项科学实验 ,其

中有动物、 植物、 水生生物、 微生物及细胞组织 5个方面 33个生物样品的空间培养、 育种和机理研

究。

卫星成功回收后 , 我国科学家经 3个多月对空间实验的科学样品、 实验数据进行分析处理等后

续研究表明 , 我国取得了几项前所未有的突破性结果和一些有创新意义并具有实用价值的成果 , 概

括起来有 4个第一: 第一次完成空间高等植物萌发和幼苗生长 ; 第一次获得微藻空间生长的种群动

力学曲线 ; 第一次获得脑细胞空间培养物 ; 第一次完成世代昆虫空间孵化发育 , 获得了 Nikko霉素

产率提高 10%左右的菌株、 高抗盐的固氮藻珠以及通过空间育种获得了优良食用菌种。还收集、 积

累和丰富了我国在 200 km～ 300 km高度上的空间重粒子辐射环境数据。此外 ,采用自动调焦的 CCD

显微摄像装置和 V TR视频记录装置成功地记录了氧化物晶体材料的熔融、液流、结晶等全过程。图

像清晰 , 记录完整 , 在空间微重力条件下溶体表面张力对流、 结晶过程等研究上取得重大进展 , 达

到国际先进水平。 这一成果使我国空间科学实验和技术上了一个新台阶。
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