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碎裂岩的随机分形模式
Mode of Stochastic Fractal of Chastic Rocks
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摘要　提出了碎裂岩的随机分形模式 , 并给出了碎裂岩的量化的定义。
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　　碎裂岩具有复杂的粒度分布特点 ,因此对其研究

多是定性或半定量的描述 . Sammis ( 1987年 ) 将分

形理论引入碎裂岩的研究中 ,为碎裂岩的定量化研究

开辟了一条新途径 . 但已有的研究在碎裂模式、分形

模式上都较为简化 . 本文提出碎裂岩的随机分形模

式 , 并给出碎裂岩的量化的定义 .

1　随机分数维简介

这里仅介绍随机康托集的一个特例 .

设 E0是一个凸多边形 ,两条相互垂直的直线把

它分成 4个部分: V1、V2、V3、V4 ,它们也是凸多边形 ,

且按一定顺序排列 .记

　　Ci = |Vi|/|E0|　　 i = 1, 2, 3, 4 ( 1)

其中|Vi|、|E0|分别表示集合 Vi、 E0的直径 ,亦即集

合中两点之距离的最大者 .比值 Ci , i = 1、 2、 3、 4是随

机变量: 0≤ Ci≤ 1. C1、C2、C3、C4不是相互独立的 ,但

在以下过程中假定其相互独立 .我们从 V 1、V2、V3、V4

中选取一部分作 E1: 每个 V i以概率 p独立地被选中 .

设被选中的 Vi的个数为 N ,N也是随机变量 .

设 Vi
1
被选中 ,用两垂直直线把 Vi

1
分成 4个小部

分:记 Vi
1

1、Vi
1
2、V i

1
3、V i

1
4 .记

　　Ci
1
j = |V i

1
j|/|Vi

1
|　　 j = 1、 2、 3、 4

Ci
1
j 是一个随机变量: 0≤ Ci

1
j ≤ 1,且 Ci

1
1、Ci

1
2、Ci

1
3、

Ci
1
4不一定相互独立 ,但 Ci

1
j与 Cj有相同的分布 .显然

我们可以把 E1看作是若干个凸多边形 Vi
1
j之并集 .类

似地从 E1的 V i1j中选出一部分作集 E2 ,… ,如此 ,我

们得到一个递减的集合序列: E0 E1  E2  …  

Ek  …

　　记 F = ∩
∞

k= 0
Ek .关于集合 F有以下结论 [4 ] .

1.设 t = q是下面关于 t的方程的最小非负根:

　　 ( pt+ 1 - p ) 4 = t ( 2)

则 F为空集的概率是 q.

2. F的盒维数是 S的概率是 1- q,其中 S由下面

的方程给出

　　 E (∑
N

k = 1
C

S
i
k
) = 1 ( 3)

其中 Ci
k
由式 ( 1)确定 ,而 V i

k
是 V1、V2、V3、V4中被选

作 E1的 N个中之一个 .

记 g ( t ) = (pt+ 1 - p ) 4 - t .因为 g″( t )≥ 0,所

以 g ( t )的唯一驻点 t0

　　 t0 = (
3

1 /4p - 1+ p ) /p

是 g ( t )的最小值点: g ( t0 )是 g ( t )的最小值 .

当 p≤
1
4
时 , t0≥ 1,不难导出这时方程 ( 2)的最

小非负根 q= 1.亦即 p≤
1
4时 , F是空集的概率为 1.
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当 p >
1
4
时 ,这时 t0 < 1,且 g ( t0 ) < 0,g ( 0) ≥

0,所以方程 ( 2)的最小非负根 q满足: 0≤ q < t 0 < 1.

则 F为空集的概率是 q: 0≤ q < 1.

下面讨论 F的维数 S.

假定 Ci , i = 1, 2, 3, 4在区间 ( 0, 1)上服从均匀分

布 .因为 N是 V1、V2、V3、V 4被选作 E1的个数 ,而每个

Vi被选中的概率是 p ,所以 E( N ) = 4p (N的数学期

望是 4p ) ,于是

　　E (∑
N

k = 1

C
S

i
k
) = 4p (

1
2

) S

由式 ( 3)得到

S =
ln4p
ln2 ( 4)

S是集 F的维数 .显然式 ( 4)是在 p >
1
4
的条件下才

有意义 .

2　岩石分形碎裂模式

一个岩石单元受力而破裂 , 由于应力集中的原

因 ,裂成凸多面体的可能性远大于其它破裂情况 . 所

以我们把岩石单元看成底面是凸多边形的柱体 ,且底

面平行于最大主应力和最小主应力所确定的平面 .在

应力的作用下 ,将有两个相互共轭的断裂方向 ,这两

个方向近似垂直 . 于是一个单元裂成 4块 , 每一块成

为一个小长条 (见图 1) . 由于不同层面应力的差异 ,

图 1　碎裂模式

Fig. 1　 The mode of deformation

( a) 岩石单元是一个柱体 , MN与 RQ是两个共轭的断裂方

向 ; ( b) 4个小长条之一 .

( a) Th e rock unit is a column, MN & RQ are two conjuga te

fra cture dir ection; ( b) One o f four sma ll long co lumn.

受剪切力的作用 ,可以认为这些小长条以概率 1断成

两段 . 这样一个岩石单元碎裂后分成上下两层 . 上层

的 4块中部分是易碎体 , 每个易碎体碎裂成 4块 . 下

层的 4块同样只有部分是易碎体 ;每个易碎体也将裂

成 4块 .

　　如上分析 ,岩石分形碎裂模式可以用两个第一段

所说的随机康托集给出 . 由第一段的结论有:

当 p≤ 1
4
时 ,一个岩石单元碎裂分形以概率 1成

为空集 .

当 p > 1
4
时 ,每个康托集成为空集的概率是 q,

非空的概率是 1 - q.只有当两个康托集都是空集时 ,

一个岩石单元碎裂分形才是空集 .故碎裂分形

以概率 q
2成为空集 , q是方程 ( 2)的最小非负根 .

碎裂分形非空的概率是 1 - q
2 .两个康托集至少

有一个非空 ,碎裂分形才是非空的 .两个康托集

只有一个非空的概率是 2( 1 - q )q,两个康托集同

时非空的概率是 ( 1 - q) 2:

　　 1 - q
2 = 2( 1 - q)q+ ( 1 - q) 2

两个康托集只有一个非空时 ,由式 ( 4)得碎裂分

形的维数 S

　　 S = ln4p
ln2

两个康托集同时非空时 , 由碎裂模式分析可知 ,

碎裂分形是一个康托集往第 3维扩展 ,所以这时分形

的维数 S

　　 S =
ln4p
ln2

+ 1

综上所述 ,碎裂分形的维数 S是一个随机变量 ,

它的数学期望

　　 ES = ( 1 - q)
2

[
ln4p

ln2
+ 1] + 2( 1 - q) q

ln4p

ln2
+ q

2
 0

　　表 1列出了 P值从 0. 00～ 1. 00与之对应的 q值

3　碎裂岩的分数维

上一段给出了一个岩石单元碎裂分形的维数 .由

概率论的大数定律 ,整个碎裂岩的分数维应该是所有

岩石单元的维数的均值 (数学期望值 ) .

对于确定的 p (>
1
4

) ,设这时一个岩石单元碎裂

分形为空集的概率为 q.由第二段的结论 ,碎裂岩分

数维 S:

S = (
ln4p
ln2

+ 1) ( 1 - q)
2
+

ln4p
ln2

 2( 1 - q)q

( 5)
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表 1　分形为空集的概率 q值

Table 1　 The q-value that is probability of fractal became

empty set

p值
p -value

q值
q -value

≤ 0. 25 1. 000

0. 27 0. 811

0. 29 0. 661

0. 31 0. 542

0. 33 0. 446

0. 35 0. 368

0. 37 0. 304

0. 39 0. 251

0. 41 0. 208

0. 43 0. 172

0. 45 0. 142

0. 47 0. 117

0. 49 0. 096

0. 51 0. 079

0. 53 0. 065

0. 55 0. 053

0. 57 0. 043

0. 59 0. 034

0. 61 0. 027

0. 65 0. 017

0. 67 0. 013

0. 69 0. 010

0. 71 0. 008

0. 73 0. 006

0. 75 0. 004

0. 77 0. 003

0. 79 0. 002

0. 81 0. 001

0. 83 0. 001

0. 85 0. 001

≥ 0. 87 0. 000

　　表 2列出了与 p值对应的 S值 .当 p≤ 0. 37时 ,

S不足 1;当 p≤ 0. 54时 , S不足 2.

从表 2可见 ,当 p = 0. 75时 ,维数 S = 2. 577,这

与文献 [1 ]、 [3 ]的结论是一致的 .

4　碎裂岩维数测定方法

设一个岩石单元经过 n次碎裂后的几何体的粒

径为 L (n ) ,这种子几何体的个数为 N ( n) . L (n )就是第一

段说的 V i
1
i
2
… i

n
之直径|Vi

1
… i

n
|( Vi

1
… i

n
是 Vi

1
… i

n- 1
碎裂后

得到的 4个小块中的一块 ) .由于

　　Ci
1
i
2
… i

n
= |V i

1
… i

n
|/|V i

1
… i

n- 1
|

表 2　碎裂岩分数维 s值

Table 2　 The s-value that is f ractal dimension of chastic

rocks

p值
p -va lue

s值
s -va lue

≤ 0. 25 0. 000

0. 26～ 0. 37 0. 000～ 1. 000

0. 38～ 0. 54 1. 000～ 2. 000

0. 55 2. 031

0. 57 2. 103

0. 59 2. 171

0. 61 2. 233

0. 63 2. 289

0. 65 2. 344

0. 67 2. 396

0. 69 2. 445

0. 71 2. 490

0. 73 2. 534

0. 75 2. 577

0. 77 2. 617

0. 79 2. 656

0. 81 2. 694

0. 83 2. 729

0. 85 2. 764

0. 87 2. 799

0. 89 2. 832

0. 91 2. 864

0. 93 2. 900

0. 95 2. 926

0. 97 2. 956

0. 99 2. 986

所以 L (n ) = Ci
1
… i

n
 Ln- 1

而 Ci
1
… i

n与 Ci
n 同分布 ,Ci

n服从均匀分布 ,因此

　　 E (L (n ) ) =
1
2
E (L (n - 1) ) ( 6)

记 En (见第一段 )中有 N
(n)
个 V i1… in ,其中 N

( n)
1 个

是易碎体 ,将作第 n + 1次碎裂 ,或者说将被选作

En+ 1的子块 .于是

　　 N (n ) = ( N ( n) - N
(n)
1 ) × 2 ( 7)

由于假定每一个子块碎裂的概率是 p ,所以

　　 E (N
(n )
1 ) = p  E (N

(n )
) ( 8)

故

　　 E (N (n ) ) = 2 [E ( N
(n )

) - E (N
(n )
1 ) ]

= 2[E (N
(n )

) - p  E (N
(n )

) ]

= 2( 1 - p ) E( N
( n)

)
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所以

　　E (N (n ) ) /E( N ( n- 1) ) = E( N ( n) ) /E (N (n - 1) )

由于 N
(n - 1)是 E (n - 1)中子块的个数 ,其每一个子块被

选作 En的概率是 p.每个被选作 En的子块又被分成 4

小块 ,所以

　　E (N (n ) ) = 4PE (N (n - 1) )

这样

　　E (N (n ) ) /E( N ( n- 1) ) = 4P ( 9)

　　文章 [3 ]中介绍的测量碎裂岩粒度分布的方法:

Sammis法、图象分析和筛选法 ,都是处理大量岩石单

元碎裂后的粒度分布 .这时测量的结果等于一个单元

碎裂后粒度分布的期望值 .式 ( 9)表示相邻粒度的颗

粒密度之比是 4p.第 n级颗粒密度不妨也用 N (n) 表

示 ,于是有

　　
ln4p
ln2

=
ln( N ( n) /N (n - 1) )

ln2
( 10)

将 ( 10)代入式 ( 5) ,即可求出碎裂岩维数 .

5　结论

我们认为碎裂岩应该有一个量化的定义 .这显然

要从分形维数考虑 .平面的维数是 2.因此应该把碎

裂岩和非碎裂岩的维数分界定为 2:分数维 S > 2时 ,

是碎裂岩 .由表 2可知 ,这时应有 p≥ 0. 55.据式 ( 10)

得

　　 N (n ) /N (n - 1) = 4p≥ 4× 0. 55≈ 2 ( 11)

　　 式 ( 11)就是碎裂岩的定义 .它指出当粒径比为

1 /2的两种颗粒 (亦即相邻粒度的两种颗粒 )之颗粒

密度比超过 2时 ,才能视为碎裂岩 .

碎裂岩的分数维由 p值唯一确定 . p是岩石单元

碎裂的概率 ,与碎裂岩形成的地质条件 (如温度、压

力、应变量、岩性等 )有关 .所以 p比分维数 S直观易

理解 .我们把 p定义为分维参数 .由式 ( 10)可知: 两种

粒径不同颗粒 ,如果它们粒径的比为 1 /2,则它们的

颗粒密度之比的四分之一就是分维参数 p.

测出分维参数 p后 ,由表 2可查出分维值 S .

显然 , 我们不接受 Sammis
[1 ]把碎裂岩的分数维

视为常量的观点 .
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