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摘要　用联合聚集过程的动力学方程 ,讨论了当核为 Kl ( i1 , i2 ,… , il ) = ( i1i2 ,… , il )k,其中 Kl为第 l体的凝结核

时 , 联合聚集过程的胶凝相变的判定和长胶凝点集团尺寸分布的渐近行为。
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Abstract　 We discussed the asympto tic behavio r in th e joint co ag ulatio n process and o btained

the distribution o f cluster sizecm ( t ) (- 1)
[M k! /Uk ]1 /k

r ( - 1 /k )
 m

-
k+ 1
k

- k
fo r kecnal Kl ( i1 , i2 ,… , il ) =

( i 1i2 ,… , il )
k

, whereUk = max {U2 ,U3 ,… ,Ul } , w hereUk is a m aximized possibility.
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　　自从 80年代以来 , 人们利用 Smoluchov ski方

程
[1 ]
对不可逆聚集过程进行了相当广泛的研究

[2～ 4 ]

Smo luchov ski方程所描述的是如下两个聚集体的时

间反应过程:

　　A i + A j

K ( i , j )
　 Ai+ j　 ( i+ j = k ) ( 1)

其中 K ( i , j )是两个聚集体反应的速率或凝结核。为

了描述反应过程中不同尺寸聚集体的分布 ,人们引入

了一个物理量 , 即集团尺寸分布函数 ck ( t ) , 它满足

Smo luchov ski动力学方程:

　　
dck
dt

= 1
2 ∑

i+ j= k

K ( i , j )ci cj - ck∑
j= 1

K (k , j )cj ( 2)

Smo luchov ski方程所描述的是两个集团碰撞聚集的

演化过程 ,然而在许多实际的聚集生长过程中 ,不仅

有两体的集团聚集反应 , 而且会出现三、四体的多体

集团的聚集反应 ,在一定条件下 ,这种多体碰撞对聚

集反应有不同程度的影响 , 80年代末以来 , YuSiang

等人
[8 ]
以这种多体的聚集反应过程进行了深入研究 ,

提出了描述这种混合多体聚集反应的动力学方程 ,即

联合广义 Smoluchov ski方程 , 这个动力学方程更能

一般地描述上述几种多体的聚集过程 , 方程如下:

　　 c m ( t ) = ∑
n

l= 2

Ul [ 1
l!

] ∑
i
1
+ i

2
+ …+ i

l
= m

K l ( i1 , i 2 ,… , il )

 ci
1
ci

2
… ci

l
-

cm
( l - 1)! ∑

i1, i 2,… il- 1

Kl ( i1 , i2 ,… , il - 1 ,m )

 ci1ci2… cil- 1 ( 3)

式中Ul是 l体碰撞聚集反应的概率 ; Kl ( i 1 , i 2 ,… , il )

是 l体聚集反应的凝结核 ,当体系只有一种多体碰撞

反应时 , 联合广义 Smoluchov ski方程就转换为单一

的多体广义 Smo lucho rski方程。 方程为:

　　 c
 
m =

1
n! ∑

i
1
+ i

2
+ …+ i

n
= m

K ( i1 , i2 ,… , in )  ci
1
ci

2
… ci

n

-
cm

(n - 1)! ∑
i
1

, i
2

,… i
n- 1

K ( i1 , i2 ,… , in - 1 ,m )  ci 1ci2… cin- 1

( 4)

其中 K ( i1 , i2 ,… , in )是单一多体聚集反应的凝结核 ,

对于上述动力学方程 ,凝结核的性质对方程的解有很

大的影响 ,某些凝结核的性质对集团尺寸分布将产生

一种临界现象—— 胶凝相变 ,而不同的核其胶凝点各
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不相同。 对于积型核 , Yu Jiang等人
[ 9～ 12]
讨论了核

K ( i 1 , i2 ,… , in ) = ( i1 i2 ,… , in )k( 0 < k < 1)集团尺寸

分布的临界行为和长时渐近行为 ,他们证明了当k≥

(n - 1) /n时 , 系统会出现胶凝相变 , 在相变点附近

有如下的标度性质:

　　 cm ( t ) = m
- f

nH(m|t - tc|1 /e
n ) ( t < tc ) ( 5)

标度指数fn = k+ (n + 1) /n ,en = k- 1+ 1 /n.

当 n = 2时 ,f2 = k+ 3 /2,e2 = k- 1 /2,恰好是 Zif f

等人 [ 5～ 7] 所求得的结果。对于和型核 K ( i1 , i2 ,… , in )

= ∑
N

L= 1

il及常数核 ,作者等人 [13, 14 ]求出了严格的解析

解 ,而且证明了这样的系统是不会出现胶凝相变的。

而对于一般的几种多体联合聚集生长过程 , YuJiang

等人 [ 9]求出系统中有两体和三体聚集反应的集团尺

寸分布 Cm ( t ) ,并且证明当核取 K 2 ( i , j ) = i j ,K 3 ( i , j ,

k ) = i jk时 ,系统将出现临界现象 ,即胶凝相变 ,他们

将此结论推广到有多种多体聚集反应的情形 ,而且他

们发现这种联合的聚集反应的集团分布函数形式与

碰撞反应的概率有关。本文在此基础上将讨论核取

Kl ( i1 , i2 ,… , il ) = ( i1 i2 ,… , il )
k

( 0 < k < 1) ,在相变点

附近集团尺寸分布函数的渐近行为和胶凝相变的判

定。

1　胶凝相变的判定

首先讨论胶凝相变的判定 , 由联合广义 Smo lu-

chov ski方程 ( 3) 得:

　　 c
 
m = ∑

n

l= 2
Ul [

1
l!

] ∑
i
1
+ i

2
+ …+ i

l
= m

( i1 , i2 ,… , il )k
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… ci
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( l - 1)! ∑
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( 6)

其中Ul 是 l体聚集反应的概率。

初始条件是 Cm ( 0) = Wm , 1

引进生成函数: fU (x , t ) = ∑
m= 1

m
U
cm ( t )e

mx
( 7)

g (x , t ) = ∑
m= 1

cm ( t )e
mx

( 8)

MU( t ) = ∑
m= 1

m
U
cm ( t ) ( 9)

MU为集团尺寸分布函数 Cm ( t )的U次矩。

由方程 ( 6)可求得: 当 t < tC时 ,

　　
dM2

dt = ∑
l= 2

Ul

M1+ kMk
l- 2

( l - 2)! ( 10)

当 t < tC时 ,可有
[11 ]

:

　　 M1 = 1, M2 > M1+ k, M1+ k > M
-

k
1- kk ( 11)

因此可求得:

　　
dM2

dt
≤ ∑

n

l= 2
Ul

M2
lk- (l - 2)

( l - 2)!
( 12)

这样体系的二次矩与聚集反应的概率有关 ,

( 1)当Ui ～ Uj 时 ,即体系中所有聚集反应的概率相

同 ,因此可有: (Ui ～ Uj = Uk )

　　
dM2

dt
≤ Uk∑

n

l= 2

M2
lk- (l- 2)

( l - 2)!
( 13)

当k> 1时 ,
dM2

dt ≤ Ukn
M2

nk- (n - 2)

( l - 2)! ( 14)

而k> 1时 ,这样的核是没有物理意义的。

当k < 1时 ,
dM2

dt
≤ Uk  n M

2k
2 ( 15)

求解 ( 15)得: M2 ≤ [1+ ( 1 - 2k)Uknt ]
1

1- 2k ( 16)

由 ( 16)可以知道 ,M2发散不收敛 ,只有当 k≥ 1 /2

时 ,此时系统将出现胶凝相变 ,即当聚集反应概率相

等时 ,只要k≥ 1 /2,系统会发生相变 ,集团的尺寸分

布将由两体碰撞反应所决定 ,第三部分将说明该结论

并给出具体的 Cm ( t )的函数形式。

( 2)当Uq = m ax {U2 ,U3 ,… ,Ul }时 ,即在几种多体碰撞

反应中 ,其中第 q体的碰撞反应概率最大 ,因此由

( 12)得:

　　
dM2

dt
≤

nUqM2
qw- ( q- 2)

(q - 2)!
( 16)

该表示式与 YuJiang等人在讨论单一多体的形式一

样 [ 11] ,当k≥ ( q - 1) /q时 ,系统会发生临界相变 ,此

时 q = 2, 3,… ,n(n为正整数 ) .由 ( 1) , ( 2)讨论可以

得到在反应过程中 ,如果碰撞概率相等 ,当k≥ 1 /2

时 ,系统将出现胶凝相变 ,如果碰撞概率不等 ,系统的

临界行为将由碰撞概率最大的核的指数k决定 ,当 k

≥ (q - 1) /q时 ,系统将发生相变。

2　集团尺寸分布的渐近行为

　　对方程 (b)两边乘以 e
mx ,可得:

　　
dg
dt

= ∑
l= 2

Ul [
f
l
k

l!
-

M
l - 1
k

( l - 1)!
fk] ( 17)

对于很小的 x < < 1,我们将 fk(x , t )在相变点附近

展开得:

　　 fk( x , t )  Mk( t ) + Ux
T

( 18)
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　　g (x , t )  M0 ( t ) + M1x ( 19)

方程 ( 17)可变为: M = M1 (一次矩即为体系的质量 )

　　
dM
dt

x = ∑
l= 2

Ul [
1
l!

( f
l
k - M

l
k) -

Mk
l- 1

( l - 1)!
( fk -

Mk) ] ( 20)

将 ( 18)式代入上式得:

　　
dM
dt x = ∑

n

l= 2
Ul [Ux

T
Mk+ … + U

l
x
lT

] /l! ( 21)

( 1)当 Ui > > Uj时 ,即第 i体的碰撞概率远大于第 j

体的碰撞概率 ,同时远大于其他多体碰撞概率时 ,方

程 ( 21)有:

　　
dM
dt

x  Ui [UxT
Mk+ … + Ui

x
iT ] /i! ( 22)

当取 iT= 1时 ,U= [
M
 
i!

Ui
]

1 /i
( 23)

因此在相变点附近当 m → ∞ 时 ,Cm ( t )的渐近行为

为 [5, 6 ]:

　　 cm ( t )  ( - 1)
[M i! /Ui ]

1 /i

r (- 1 /i )
m

-
i+ 1
i

-k ( 24)

由 ( 24)可以发现 ,集团尺寸分布在相变点附近主要

是由碰撞概率最大点来决定。

( 2)当Ui～ Uj ( i≠ j ) ,即Ui Uj ,此时 ( 21)中 ,由于 x

< < 1,则两体碰撞概率 U2起主要作用 ,因此集团尺

寸分布函数主要由两体聚集来决定 ,当 m → ∞时 ,

有:

　　 cm ( t )  [
M
 

2cU2
]1 /2  m

-
3
2

- k ( 25)

比较 ( 24)和 ( 25) ,可以发现如果 i≠ 2,那么系统的集

团尺寸分布的衰减比两体碰撞时较慢 ,即两体的集团

尺寸分布比较快的速率发生相变。

3　小结

　　本文讨论了核 Kl ( i1 , i2 ,… , il ) = ( i1 i2 ,… , il )
k
的

几种多体联合聚集的不可逆过程的临界行为和在临

界点集团尺寸分布的渐近方式。联合聚集的临界行为

与其中八种多体的碰撞概率有关 ,在概率相等时 ,主

要由两体碰撞所决定 ,当核指数k≥ 1 /2时 ,将发生

胶凝相变 ,相变点附近集团的尺寸分布函数为: cm ( t )

 [
M 

2cU2
]1 /2 ,m-

3
2

-k ,以较快的方式趋近相变点 ;在概

率不相等时 ,聚集过程的临界行为主要由碰撞概率最

大的决定 , 当核指数 k≥ (q - 1) /q,q是 Uq =

max {U2 ,U3 ,… ,Un }概率最大的 q体 ,此时 ,将发生胶

凝相变 ,集团的尺寸分布为:

　　 cm ( t )  ( - 1)
[M q! /Uq ]

1 /q

r ( - 1 /q)
m

-
q+ 1
q

-k ( 24)

q≠ 2时 ,以较慢的方式趋近相变点。
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