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摘要　给出二参数广义正则随机事件流的定义 , 讨论它的基本性质 , 给出二参数广义正则可加随机事件流的母

函数的一般形式。
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Abstract　 A tw o-pa rameter g enerali zed regula r random event flow was defined. Some elemen-

ta ry properties of two-parameter g enerali zed regular random event flow s w ere discussed. It is

presented that a g eneral form of g enerating functions of tw o-pa rameter g enerali zed regular ad-

ditiv e f low s.
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　　设 ( , F ,P )是完备的概率空间 ,R2
+ = { (s ,

t ): s≥ 0, t≥ 0} ,X = {X (Z ): Z∈ R
2
+ }为 ( , F, P )

上的以 E= { 0, 1, 2,… }为状态空间的二参数随机过

程。本文未定义的符号和术语见文献 [1～ 5 ]。文中述

及二参数流或流均指二参数随机事件流 ,下面的 X

均表示二参数随机事件流。

文献 [2 ]给出了二参数正则随机事件流的定义 ,

讨论了它的基本性质 ,并用不同于 Adler R. J.得到相

应结果 [7 ]的方法给出了二参数正则可加流的母函数

的一般形式。

本文定义并研究二参数广义正则随机事件流 ,主

要是给出二参数广义正则可加流的母函数的一般形

式 ,从而为进一步讨论二参数有限流的一般形式这一

困难的问题打下坚实的基础。另外 ,一般来说 ,二参数

广义正则可加流不是随机连续的 ,当然它就不是一个

Lé vy过程 [6 ] ,因此本文的主要结果不包含于 Adler

R. J.得到的结果
[7 ]
当中。

1　定义

对任意的 Z1 ,Z2∈ R
2
+ ,当 Z1 < Z2时 ,定义在 R

2
+

上的二元实函数 f (Z )在正位矩形 ( Z1 ,Z2 ]上的增量

为

　　 f (Z1 , Z2 ] = f (Z2 ) - f ( Z1 Z2 ) -

f (Z2 Z1 ) + f ( Z1 )

一般 ,对任意的 Z′, Z″∈ R
2
+ ,如 Z′, Z″能构成某正位

矩形的对角顶点 ,则该正位矩形记为 IZ′,Z″, f ( Z )在

IZ′, Z″上的增量记为 f ( IZ′, Z″)。如果对任意的 Z1≤ Z2

有 f ( Z1 )≤ f (Z2 ) (或 f ( Z1 )≥ f ( Z2 ) ) ,则称 f (Z )为

单增 (或单减 )函数 ;如果对任意的 Z1 < Z2有 f (Z1 ,

Z2 ]≥ 0,则称 f ( Z )为矩形增函数 ;如果 f ( Z )既是单

增函数又是矩形增函数 ,则称 f ( Z )是双增函数。单增

函数和矩形增函数是两个本质上不同的概念 ,互不蕴

含。

定义 1　设 Z = (s , t )∈ R
2
+ ,又 f ( Z ) = f (s , t )

是定义在 R
2
+ 上的二元实值函数。对某 Z0 = (s0 , t0 )∈

R
2
+ ,如果对 h > 0,g > 0,有

　　 lim
h→ 0,g→ 0

f ( (s0 - h, t0 - g ) , (s0+ h , t 0+ g ) ] = 0

则称二元函数 f (s , t ) = f ( Z )于 (s0 , t0 )点在矩形增量

意义下是广义连续的 ,在下文中均简称为 f ( Z )于

(s0 , t0 )点广义连续。如果 f (Z )在某个区域 D (D 

R
2
+ )中每一点都广义连续 ,则称 f ( Z )是 D上的广义
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连续函数。

易见如 f (Z )于 Z0点连续 ,则 f ( Z )于 Z0点广义

连续 ,反之则不然。例如设

　　 f (s , t ) =
0,　当 0≤ s≤ 1, t≥ 0时 ;

1,　当 s > 1, t≥ 0时 .

则 f (s , t )是 R
2
+ 上的广义连续函数 ,但它不是 R

2
+ 上

的连续函数。

定义 2　如果二参数随机事件流 X 的主导函数

Λ(s , t )是 R
2
+ 上的广义连续函数 ,则称 X为二参数广

义正则随机事件流 ,或称流 X为广义正则的。

易见二参数正则流必是广义正则的。

定义 3　设 f ( Z )是定义在区域 D上的二元实函

数 ,如果对任给的X> 0,总可以找到仅与X有关的 W

> 0,使对任意的 Z′, Z″∈ D,当|Z′- Z″|<W时 ,都

有|f ( IZ′, Z″)|<X则称 f ( Z )在 D上一致地广义连续。

2　二参数广义正则随机事件流的基本性质

　　对任意 Zi = (si , ti )∈ R
2
+ ( i = 1, 2) ,当 Z1 < Z2

时 ,流 X在区域 ( Z1 , Z2 ] = (s1 , s2 ]× ( t1 , t2 ]中出现 k

件事件的概率记为 V
~

k (Z1 , Z2 )或 V
~

k (s1 , s2; t1 , t2 ) (k =

0, 1, 2,… )。

由文献 [2 ]知 pk (s , t ) = lim
h→ 0+ , g→ 0+

V
~

k (s - h , s+

h; t - g , t+ g )存在且 0≤ pk (s , t )≤ 1(k = 0, 1, 2,

… )。

定理 1　二参数有限流 X是广义正则的充分必

要条件是:对任意 (s , t )∈ R
2
+ 有 p0 (s , t ) = 1。

证明　设流 X是广义正则的 ,即 X的主导函数

Λ(s , t )是广义连续函数 ,故

　　 0≤ 1 - V
~

0 (s - h , s + h; t - g, t + g ) ≤

∑
∞

k = 1
kV
~

k (s - h , s+ h; t - g , t+ g ) = Λ(s+ h , t+ g )

- Λ(s - h , t+ g ) - Λ(s+ h, t - g ) + Λ(s - h , t -

g )

由此得 p0 (s , t ) = 1。必要性证得。

充分性　无妨设 (s , t ) > ( 0, 0) , p0 (s , t ) = 1,

则有

　　Λ(s+ h , t+ g ) - Λ(s - h , t+ g ) - Λ(s+ h ,

t - g )+ Λ(s - h, t - g ) = ∑
∞

k = 1

kV
~

k (s - h , s+ h; t -

g , t + g ) = ∑
m

k = 1

jk (s - h , s + h; t - g , t + g ) +

∑
k> m

jk (s - h, s+ h; t - g , t + g )

记上面和式中第一项为 Qm (h, g ) ,第二项为 Rm (h ,

g ) ,对任给的X> 0,固定 h0及 g0 ,使 0 < h0 < s , 0 <

g0 < t ,并取定足够大的 m使 Rm (h0 ,g0 ) <X,故当 (h ,

g )≤ (h0 ,g0 )时有 Rm (h ,g ) <X,又

　　 Qm (h , g )≤ mj1 (s - h , s+ h; t - g , t+ g ) =

m [1 - V
~

0 (s - h , s+ h; t - g , t + g ) ]

由 p0 (s , t ) = 1知当 h , g充分小时有 Qm (h ,g ) <X。于

是Λ(s , t )于 (s , t )点广义连续。又当 (s , t )点是 R
2
+ 的

边界点时 ,类似可证 Λ(s , t )在 (s , t )点广义连续。由

(s , t )∈ R
2
+ 的任意性知流 X是广义正则的。证毕。

定理 2　 二参数广义正则流 X 的主导函数

Λ( Z )在任意有界闭域 D (D R
2
+ )上一致地广义连

续。

　　证明　任给X> 0,对任何 Z∈ D ,Λ( Z )在 Z点

广义连续 ,故有WZ > 0使 y∈ D且|y - Z|< 2WZ时 ,

就有|Λ( Iy, Z )| <X/4

设所有开圆 Uz = { y:|y - Z|<WZ } ( Z∈ D )构

成的开圆族为 M ,它完全覆盖了区域 D。由有限覆盖

定理知有 M中的有限个开圆 UZ1 ,UZ2 ,… ,UZm便已完

全覆盖了 D ,令W= min{WZ
1
,WZ

2
,… ,WZ

m
} ,则对 D中

任何满足|Z′- Z″|<W的 Z′,Z″而言 , Z′必在某个

UZ
i0
( i 0 = 1, 2,… ,m )中 ,故

|Z′- Zi
0|< WZi

0
< 2WZi

0

　　|Z″- Zi
0|≤|Z″- Z′|+ |Z′- Zi

0|< 2Wz i
0

如下图所示 ,正位矩形 IZ′, Z″及其边界延长线至

多将 R
2
+ 分为 9块 , Zi

0
都可能位于其中的某一块 ,即

Zi
0
与 Z′, Z″的位置关系可能有 9种。再注意到 Zi

0
的

定义及 X的主导函数Λ( Z )的性质 ,有

情形 1　|Z′ Z″- Zi 0|< W< 2WZi
0
,

|Z″ Z′- Zi 0|< W

故有 |Λ( IZ′, Z″)|≤ |Λ( IZ′, Z
i0
)|+ |Λ( IZ

i0
,Z″)|+

|Λ( IZ′ Z″, Z
i0
)|+ |Λ( IZ″ Z′,Z

i 0
|< X
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情形 2　|Zi
0
- Z″ Z′|≤|Zi

0
- Z′|+ |Z′-

Z″ Z′|< WZ
i
0
+ W< 2WZ

i
0
.

故有|Λ( IZ′, Z″)|≤|Λ( IZi
0
,Z″ Z′)|< X/4

情形 3　|Zi0 - Z″ Z′| < 2WZi
0

故有|Λ( IZ′, Z″)|≤|Λ( IZ
i 0

, Z″)|+ |Λ( IZ
i0
, Z″ Z′)|

< X/4+ X/4 = X/2

情形 4　有|Λ( IZ′, Z″)|≤|Λ( IZi
0
, Z″)| <X/4

其余情形类似地证明 ,总之有|Λ( IZ′, Z″)| <X而W与

Z′, Z″无关 ,故Λ( Z )在闭域 D上一致地广义连续。证

毕。

定理 3　若流 X 是广义正则的 , 0 < Z1 < Z2 ,

Z = (s , t ) ,则在 Z1≤ Z≤ Z2上一致地有

　　 lim
h→ 0, g→ 0

V
~

0 (s - h , s+ h; t - g , t + g ) = 1

　　证明　 0≤ 1 - V
~

0 (s - h , s+ h; t - g , t + g )

≤Λ( (s - h , t - g) , (s+ h , t + g ) ]

由于 Λ(s , t )在任意有界闭域上一致地广义连续 ,立

即得到结论。证毕。

定理 4　若流 X是广义正则可加的 ,则对任意的

Zi = (si , ti ) ∈ R
2
+ ( i = 1, 2) ,当 Z 1 < Z2时 ,必有

V
~

0 (Z1 , Z2 ) > 0。

　　 证明　仿文献 [2 ]定理 3. 5的证明可推得。证

毕。

3　二参数广义正则可加流的一般形式

当 Z1 , Z2∈ R
2
+ 且 Z1 < Z2时 ,已知流 X的母函

数为H( x ; Z1 , Z2 ) = ∑
∞

k = 0

V
~

k ( Z1 , Z2 ) xk。若流 X广义正

则可加 ,则 V
~

0 (Z1 , Z2 ) > 0。故 lnH( x ; Z1 , Z2 )有展开

式

　　 lnH(x ; Z1 , Z2 ) = ∑
∞

k = 0
Wk ( Z1 , Z2 )x

k
( 1)

它在 x = 0的某邻域上收敛。

由文献 [2 ]知在 x = 0的某邻域上 ,有

　　 lnH(x ; Z1 , Z2 ) = ∑
∞

k = 0
ik (Z1 , Z2 ]xk ( 2)

这里ik ( Z1 , Z2 ]≡ik ( Z2 ) - ik ( Z2 Z1 ) - ik ( Z1 

Z2 ) + ik ( Z1 )而对任意 Z∈ R
2
+ ,ik (Z )≡ Wk ( 0, Z )。

定理 5　设 X为广义正则可加流 ,n≥ 1, 0≤ Z1

< Z2 , Zi = (si , ti ) ( i = 1, 2) ,又设

s1 = s
0 < s

1 <… < s
i = s2 , t1 = t

0 < t
1 < … <

t
j
= t 2

　　d ( i , j ) = max
1≤ r≤ i, 1≤ p≤ j

{ (sr - s
r- 1 ) , ( tp - t

p - 1 ) }

则对 ( 2)式中的系数in (Z1 , Z2 ]有

　　in ( Z1 ,Z2 ] = lim
d ( i, j)→ 0
∑

i

r = 1
∑

j

p = 1
V
~

n (s
r- 1

, s
r
; t

p - 1
,

t
p ) /V~ 0 (sr- 1 , sr; tp - 1 , tp ) ( 3)

　　 证明　 利用定理 3的结果仿文献 [2 ]定理 3. 6

的证明可推得。证毕。

定理 6　若流 X是广义正则可加的 ,则它的母函

数H(x ; Z1 , Z2 )具有形式

H(x ; Z1 , Z2 ) = exp{∑
∞

k = 0
[ik (Z2 ) - ik (Z2 Z1 ) -

ik ( Z1 Z2 ) + ik ( Z1 ) ]xk } = exp{∑
∞

k = 0

ik ( Z1 , Z2 ]xk }

( 4)

其中函数ik ( Z ) ( Z∈ R
2
+ )满足

(a )对任意 Z ∈ R
2
+ ,∑

∞

k = 0
kik ( Z )均收敛 ;

(b)对任意 Z∈ R
2
+ ,∑

∞

k = 0

ik ( Z ) = 0;

( c)对任意 k≥ 1,若 0≤ Z1≤ Z2 ,则有ik ( Z1 ,Z2 ]

≥ 0,i0 (Z )是单减函数 ,ik (Z ) (k≥ 1)都是单增函

数 ;

( d )每个ik (Z ) (k = 0, 1, 2,… )都是 R
2
+ 上的广

义连续函数。

反过来 ,如给定形如 ( 4)式的函数 H(x ; Z1 ,Z2 )

其中的函数ik ( Z ) ( Z ∈ R
2
+ )满足条件 (a ) ～ (d ) ,则

必存在一个广义正则可加流 X ,其母函数就是H(x ;

Z1 ,Z2 )。

　　证明　设流 X是广义正则可加的 ,则由以上的

推导知流 X 的母函数具有形式 ( 4) ,今证其中函数

ik ( Z ) ( Z ∈ R
2
+ )满足条件 (a) ～ ( d )。

函数ik ( Z ) ( Z∈ R
2
+ )满足 (a) ～ (c)仿文献 [2]

可证 ,下面证明它满足条件 (d )。

对 m≥ 1,任意固定 (s0 , t0 )∈ R
2
+ ,无妨设 (s0 , t0 )

> ( 0, 0) ,往证im ( Z )于 (s0 , t 0 )点广义连续。由 (a)的

证明 (参见文献 [2] )知:对 0 < h≤ s0 , 0 < g≤ t0有

　　　　 0≤im ( (s0 - h , t0 - g ) ,

　　 (s0 + h , t0 + g ) ]≤Λ( (s0 - h , t0 - g ) ,

　　 (s0 + h , t0 + g ) ]≤Λ( ( 0, 0) ,

　　 ( 2s0 , 2t 0 ) ] < ∞

故如果im ( Z )于 (s0 , t0 )点不是广义连续的 ,则必有两

个数列 {hk } , {gk } ,它们满足: 0 < hk < s0 , 0 < gk < t0 ,

且 hk→ 0, gk→ 0(k→∞ )使

im ( (s0 - hk , t0 - gk ) , (s0 + hk , t0 + gk ) ]→

X0　　 (k→∞ )
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这里X0为某个正常数。故必有 N ,使当 k > N时有

im ( (s0 - hk , t0 - gk ) , (s0+ hk , t0+ gk ) ]≥X0 /2

记 Z
1
k = (s0 - hk , t0 - gk ) ,Z

2
k = (s0+ hk , t0+ gk ) ,则

有

　　i0 (Z
1
k , Z

2
k ] = - ∑

∞

n = 1
in (Z

1
k , Z

2
k ]≤ - im ( Z

1
k , Z

2
k ]

≤ -
X0

2

但 i0 (Z
1
k , Z

2
k ] = lnH( 0; Z

1
k ,Z

2
k )≤ -

X0

2

故

　　V
~

0 (s0 - hk , s0 + hk ; t0 - gk , t0 + gk ) =

H( 0; Z
1
k ,Z

2
k )≤ e

-
X0
2

令 k→∞得 p0 (s0 , t0 )≤ e
-
X
0
2 < 1

这与流 X为广义正则的矛盾。由以上证明知道i0 ( Z )

也是 R
2
+ 上的广义连续函数。

现在证明定理的第二部分。

由文献 [2]知存在可加流 Lk ,使得流 Lk 在区域

(Z1 , Z2 ]中出现 m件事件的概率 V
~ (k )

m ( Z1 , Z2 )为

　　V
~ (k )

m ( Z1 , Z2 ) =
e
-i

k
( Z

1
,Z

2
] (ik ( Z1 , Z2 ] )

r

r!
,m = kr

0,　　　　　　m 0, mod k

于是流 Lk的母函数为

　　Hk (x ; Z1 , Z2 ) = e
( xk- 1)i

k
( Z

1
, Z

2
]

还可假定各个流 Li ( i = 1, 2,… )为相互独立的。设各

L1 ,L 2 ,… , Ln ,… 迭加所生出的流为 L ,则 L是可加

流。由条件 (b )知流 L的母函数为

　　F (x ; Z1 ,Z 2 ) = Π
∞

k= 1
Hk ( x ; Z1 , Z2 ) =

e
∑
∞

k= 1
(xk- 1)ik (Z 1,Z 2]

= e
∑
∞

k= 0
ik (Z 1,Z2 ]xk

= H( x ; Z1 , Z2 )

可见已知函数 H(x ; Z1 , Z2 )的确是可加流 L的母函

数 ,再证流 L是广义正则的即可。

对任给的X> 0,和 Z = (s , t ) > ( 0, 0) ,由条件

(a)知存在 N > 0,使得

　　∑
k> N

kik ( Z ) < X ( 5)

流 Lk的主导函数为 kik ( Z ) ,由条件 (d )知流 Lk是广

义正则的 ,于是对任意固定的点 Z 0 = (s0 , t 0 ) ∈ R
2
+ ,

( 0, 0) < Z0 < Z ,由定理 3,存在W1 ,W2 > 0,使当 0 <

h < W1 , 0 < g < W2时有

　∑
N

k= 1

[1 - V
~ (k )

0 (s0 - h , s0+ h; t 0 - g , t0 + g ) ] < X

( 6)

由于对任意的 0≤ Z1 < Z2有

　　 1 - V
~ (k )

0 ( Z1 ,Z2 ) = ∑
∞

p = 1

V
~ (k )

p (Z1 , Z2 ) ≤ kik (Z1 ,

Z2 ] ( 7)

从而由 ( 5)～ ( 7)式 ,只要 0 < h <W1 , 0 < g <W2 , (s0

+ h , t0 + g ) < Z

就有

　　 1 - V
~

0 (s0 - h , s0 + h; t 0 - g , t0 + g )≤

∑
∞

k = 1

[1 - V
~ (k)

0 (s0 - h , s0+ h; t0 - g , t0 + g ) ]≤

∑
N

k = 1
[1 - V

~ (k)
0 (s0 - h , s0+ h; t0 - g , t0 + g ) ]+

∑
k> N

[1 - V
~ (k)

0 ( 0, s; 0, t ) ] < X+ ∑
k> N

kik ( Z ) < 2X

故 p0 (s0 , t0 ) = 1,由 Z0 ,Z的任意性知流 L是广义正则

的。证毕。

　　 注 　 设二参数广义正则可加流 X 是零初值

的 [ 3] ,对 Z , Z′∈ R
2
+ ,有 E|XZ′- X Z|≥|EX Z′-

EX Z|= |Λ( Z′) - Λ(Z )|由于Λ(Z )是 R
2
+ 上的广义

连续函数 ,故当 Z′→ Z时 ,|Λ(Z′) - Λ( Z )|并不一定

趋于零 ,故 X不一定是随机连续的 ,所以二参数广义

正则可加流 X 一般不是一个 Lé vy过程。故定理 6的

结果并不被包含于 Adler R. J. [ 7]已得到的结果当中。
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