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Heilbronn问题初探
A Preliminary Study on the Problem Heilbronn
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摘要　解决了 n = 9的 Heilbr onn问题 , 并建立了一套新的理论 , 为进一步研究其他情形提供一个有效的方法

.
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Abstract　 This paper has solved the Heilbronn problem as n = 9 , established a set o f new the-

ory and provided an ef fectiv e method fo r the further study on other situa tions.
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　　平面上任意给定 n个点 ,每两点之间有一个距

离 ,其中最大距离与最小距离之比为λ,求λ的最小值

(即 infλ) .这就是著名的 Heilbronn问题 . 1940年 L.

Fejes Tó th发表了一个有关的定理 [1 ] , Thue得到一

个经典的结论
[2 ]
:

　　 lim
n→∞

infλ

n
=

12
c

此后经中、外学者数十年的努力探索 ,至今已解决了

n≤ 8的情形
[2, 11 ]

.但这些文献的推导甚烦 ,也不便于

推广 ,因而这问题的研究相当艰难而进展极慢 .文献

[9]曾猜测当 n = 9时有 infλ= 4+ 2 2 ,多年

来未曾有人作出证明或否定 ,可见当 n越来越大时已

知的方法很难奏效了 .为此 ,本文作出新的尝试:引进

规范的 n阶完全图的有关概念 ,推演成初步的理论 ,

为研究这著名的难题闯出新路 .据此 ,发现文献 [9 ]

中关于 n = 9的猜测是错误的 ,并给出了正确的答

案 .

1　规范的 n阶完全图的若干命题

　　考察复平面∑ 上任意给定的点集 V.熟知 ,|V|

表示点集 V中所含元素的个数并称为 V的阶 ,V中任

意两点的距离的最大值称为 V的直径 .如果 V中任意

两点的距离的最小值为 1,我们就称 V是规范的 .对

于给定的参数λ> 1,如果 V中任意两点 A , B满足

1≤|AB|≤λ,我们就称点集 V是 (关于参数λ)闭规

范的 ;如果 V中任意两点 A ,B满足 1≤|AB|<λ,就

称点集 V是 (关于参数λ)开规范的 .约定 ,当|V|≤ 1

时点集 V是闭规范的和开规范的 .

设 n≥ 4阶完全图 G的顶集 V = {z 1 ,… , z n }是

规范的 ,此时我们也称图 G是规范的 .图 G的直径是

顶集 V的直径 ,记为 [G ].约定 ,以后总是取定参数λ

= [G ].此时顶集 V是闭规范的 .

定义 1　设 z i∈ V ,顶集 V中去掉 z i的余集记为

V
-
i ,令

　　Ui = {z|z∈ ∑ 且 1≤ |zz i| <λ}

称为顶点 zi 的开圆环 , V-i的所有各顶点的开圆环的

交集Wi 称为顶点 z i的开正则区域 .

Wi未必是连通的 ,因此本文的“区域”与通常的理

解未必相同 .约定 ,我们用“点集”表示离散的集合 ,

“区域”是若干个通常的区域的并集 .

命题 1　如果Wi≠ ,则对于任意的点 z∈ Wi与

z j ∈ V
-
i ,有 1≤ |zz j|< λ.

证明　设 z∈ Wi与 z j ∈ V
-

i ,则点 z属于 V
-
i的所

有各顶点的开圆环的交集 ,必有 z∈ Uj .据定义 1知 1

≤|zz j| <λ.

定义 2　 设顶集 V的一个非空子集 V′的余集

(全集是 V )为 V
-′,V-′的所有各顶点的开圆环的交集

W(V′)称为 V′的开正则区域 .

命题 2　如果W( V′)≠ ,则对于任意的点 z∈

W(V′)与 z j ∈ V
-′,有 1≤|zz j| <λ.

证明　设 z∈ W(V′)与 z j∈ V
-′,则 z属于 V

-′的
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所有各顶点的开圆环的交集 ,就有 z∈ Uj ,据定义 1有

1≤|zz j| <λ.

定义 3　所有满足 V″ W( V′)的开规范点集 V″

的阶数 |V″|的最大值 ,称为 W( V′) 的容度 , 记为

|W( V′)|.

命题 3　设点集 V″与 V-′都是开规范的且 V″ 

W(V′) ,则 V
-′∩ V″=  且点集 V

-′∪ V″是开规范的 .

证明　设 V
-′与 V″ W(V′)都是开规范的 .当 V″

=  时显然 V
-′∪ V″是开规范的 .如果 V″≠ ,考察

点集 V
-′∪ V″中任意两点 A ,B ,当 A ,B∈ V

-′或 A ,B

∈ V″时显然有 1≤|AB|< λ;当 A∈ V
-′且 B∈ V″

 W(V′)时据命题 2知 1≤|AB|<λ,因此 1≤|AB|

<λ恒成立 ,故 V-′∪ V″是开规范的 ,并且易知此时 V-′

∩ V″=  .

定义 4　 如果|W(V′)|≥|V′|且 V
-′是开规范

的 ,就称 V
-′是不正规的 ,否则称为正规的 .

命题 4　对于顶集 V的任意两个非空子集 V
-″ 

V
-′,有W(V′) W(V″)并且有: V-′是不正规的 V

-″是

不正规的 .

证明　设 V-′是不正规的且 V-″ V-′,则 V′ V″.

不失一般性 ,设

　　V′= {z 1 ,… , zi } , V-′= {z i+ 1 ,… , zk , z k+ 1 ,… , zn }

　　V″= {z 1 ,… , zi , z i+ 1 ,… , zk } , V-″= {z k+ 1 ,… , zn }

令 Q = V″∩ V-′= {z i+ 1 ,… , zk } ,则|Q|= |V″|-

|V′|,并且有 V
-′= Q∪ V

-″. 因为 V
-′是不正规的 ,所

以 V
-′是开规范的并且|W(V′)|≥|V′|, 据定义 3知

存在|V′|阶的开规范点集 P = {x 1 ,… , xi } W(V′) .

据命题 3知点集 P∪ V
-′= P∪ Q∪ V

-″是开规范的 ,

即对于任意的点 z∈ ( P∪ Q)与 z j∈ V
-″有 1≤|zz j|

< λ,据定义 1知 z∈ Uj即 z属于 V
-″中任意一个顶点

z j的开圆环 ,也就属于 V-″的所有各顶点的开圆环的

交集W(V″) ,故有 z ∈ (P∪ Q ) z∈ W( V″)即得 (P

∪ Q) W( V″) . 注意到 P∪ Q是|V″|阶的开规范点

集 ,据定义 3知|W( V″)|≥|V″|,并且由 V
-″ V

-′知 V
-″

也是开规范的 ,因此据定义 4知 V
-″是不正规的 .故有

V-′是不正规的 V-″是不正规的 .据定义 2关于正则

区域的构造也容易证明 V
-″ V

-′ W( V′) W(V″) .

定义 5　如果顶集 V的阶数≥ 2的两个子集 V′

与 V″的顶点之间存在一个一一对应关系 ,并且 V′中

任意两个顶点 A ,B和 V″中分别与这两个顶点对应的

C , D ,它们的距离都相等: |AB|= |CD|,就称点集

V′与 V″是同构的 ,并记 V′～ V″. 仿此可定义两个图

的同构关系 .

显然 ,两个同构的子集作成图 G的两个子图 ,这

两个子图是能够叠合或者反转 (即把其中一个图所在

的平面的上、下侧倒转过来 )叠合在一起而重合的 ,

因此据定义 2关于正则区域的构造可知 ,如果 V
-′～

V
-″,那么W(V′)与W(V″)也是能够叠合或者反转叠合

在一起而重合的 .此时显然有|W(V′)|= W(V″) ,故有

命题 5　如果 V
-′～ V

-″,那么 V
-′是正规的 V

-″是

正规的 .

2　第一类 n阶 Heilbronn图的若干定理

定义 6　如果对于任意一个与图 G不同构的规

范的 n阶完全图 G′有 [G′]> [G ] ,就称图 G为第一类

n阶 Heilbronn图 , 并记 λn = [G ]称为关于 n的

Heilbronn数 .

定理 1　图 G不是第一类 n阶 Heilbronn图 顶

集 V存在一个 k (k≥ 2)阶不正规子集 .

证明　 设 V
-′是不正规的 ,则 V

-′是开规范的且

|W(V′)|≥|V′|,据定义 3知存在一个|V′|阶的开规

范点集 V″ W(V′) .据命题 3知点集 V
-′∪ V″是开规

范的并且 |V-′∪ V″|= |V-′|+ |V′|= n. 以这 n阶

开规范点集 V
-′∪ V″为顶集作成一个 n阶完全图 G′,

就有 [G′] <λ= [G ] ,据定义 6知图 G不是第一类 n

阶 Heilbronn图 .

设图 G不是第一类 n阶 Heilbronn图 ,而图 G′才

是第一类 n阶 Heilbronn图 ,则λ′= [G′] < [G ]= λ.

考察 G与 G′的顶集的所有开规范子集 ,如果存在这

样的点集 V
-′,它既与图 G的顶集的某一个子集同构 ,

又与图 G′的顶集的某一个子集同构 ,我们就称 V
-′为

图 G与 G′的公共顶点的集合 ,注意到图 G与 G′都是

规范的 ,它们分别至少有一条边的长度为 1(这条边

的两个端点作成一个规范的 2阶点集 ,它显然包含于

公共顶点的集合 ) ,因此这样的公共顶点的集合是存

在的且它的阶数≥ 2.设开规范点集 V-′是图 G与 G′

的任意一个公共顶点的集合 ,图 G与 G′中不属于 V
-′

的其余顶点作成的集合分别记为 V′与 V″,则|V′|=

|V″|.考察图 G′中任意两个顶点 zi与 z j ,其中 z i ∈

V
-′, z j ∈ V″,有 1≤|zi z j|≤ [G′] = λ′<λ,据定义 1

知 z j ∈ Ui ,即点 z j属于 V
-′(注意它是图 G与 G′的公

共顶点的集合 )中任意一个顶点的开圆环 ,也就属于

V-′的所有各顶点的开圆环的交集W( V′) ,因此对于任

意一点 z j ∈ V″ z j ∈ W(V′) ,即得 V″ W(V′) ,据定

义 3有|W(V′)|≥|V″|= |V′|,据定义 4知图 G的

顶集 V的开规范子集 V
-′(其阶数 ≥ 2)是不正规的 .

证毕 .

在上述证明中也可以取定 V
-′是顶集 V的任意一

个规范的 2阶子集 (即其中两顶点的距离为 1的子

集 ) ,此时可证明得相应的

10 Guangx i Sciences, Vo l. 3 No. 2, May. 1996



定理 2　图 G不是第一类 n阶 Heilbronn图 顶

集 V的 (任意的 )一个规范的 2阶子集是不正规的 .

上述两个定理的逆否定理也成立 ,故有

定理 3　图 G是第一类 n阶 Heilbronn图的充要

条件是:顶集 V有一个规范的 2阶子集是正规的 .

定理 4　图 G是第一类 n阶 Heilbronn图的充要

条件是:顶集 V的任何一个 k (k≥ 2)阶子集都是正规

的 .

据命题 4知当 V
-″ V

-′时W( V′) W( V″) ,由于确

定面积较小的的W( V′)的容度比较确定面积较大的

W(V″)的容度要容易得多 ,因此确定阶数较大的 V
-′是

否正规就比较容易 .我们在应用定理 1或定理 4判断

一个图 G是否第一类 n阶 Heilbronn图时 ,通常可按

阶数从大到小的顺序逐个检查顶集 V的开规范子集

是否存在不正规的 .如果发现有一个子集是不正规

的 ,那么就不必再检查下去 (因为据定理 1已经可以

作出判断 ) ,否则就应继续检查 ,直到规范的 2阶点

集 .据命题 5可知同构的若干个子集只须任意地检查

其中一个 ,这就大大加快的检查进程 .由于顶集 V的

开规范子集只有有限个并且还可以按同构关系 (它显

然是一个等价关系 )分成若干等价类 ,因此上述操作

过程总可以在有限步之内完成 ,于是我们的理论也提

供了一个可供操作的有效方法 .一般地说 ,当 [G ]与

关于 n的 Heilbronn数λn相差越大时 ,就越容易找到

阶数较大的不正规子集 ,因此我们引进

定义 7　图 G的顶集 V的所有不小于 2阶的不正

规子集的阶数的最大值 ,称为图 G的宽松度并记为

‖ G‖ .约定 ,如果顶集 V的任何 k (k≥ 2)阶子集都

是正规的 ,就令 ‖ G‖ = 0.

图 G的宽松度在某种意义上反映了 [G ]与λn的

相差程度: 宽松度越大则 [G ]与λn的相差越大 .据定

理 4我们有

定理 5　图 G是第一类 n阶 Heilbronn图的充要

条件是 ‖ G‖ = 0.

　　显然 ,第一类 n阶 Heilbronn图及其λn是关于 n

的 Heilbronn问题的解答 ,因此上述理论就初步揭开

了这著名的难题的奥秘 .

3　关于 n = 9的 Heilbronn问题的解答

文献 [9 ]曾猜测:当 6≤ n≤ 9时正 n - 1边形的

顶点与中心作成的 n阶点集给出关于 n的 Heilbronn

问题的解答 .其实 n= 6时早已于 1986年由文献 [6～

8]确定 ,而 n = 7, 8的情形则于 1995年由文献 [10 ]

和 [11 ]证实 (后者篇幅长达 18 000字 ) .但 n = 9的猜

测尚未有人作出结论 ,可见难度越来越大 .事实上 ,运

用本文的理论 ,我们不但能够对 4≤ n≤ 8的已知成

果作出简洁的证明 ,而且很容易否定文献 [9 ]中关于

n = 9的猜测 .如图 1,正八边形的顶点为 z 1 ,… , z 8 ,中

心为 z 9 . 以此为顶集 V 作成的图 G有 [G ] =

4+ 2 2 .设 V′= {z 4 ,… , z 8 } ,V-′= {z 1 , z 2 , z 3 ,

z 9 } ,则W(V′)如图阴影所示 .通过计算易知在这区域

内可以很容易找到 5阶开规范点集 V″= {A , B ,C ,

D, E }如图所示 .因此据定义 3知 ,|W(V′)|≥|V′|,

据定义 4知开规范子集 V
-′是不正规的 ,据定理 1知图

G不是第一类 9阶 Heilbronn图 ,并且 9阶点集 V-′∪

V″是开规范的 ,它作成的图 G′有 [G′] < [G ].因此文

献 [9]关于 n = 9的猜测是错误的 .据定义 7知 ‖ G‖

≥ 4,因此图 G是较宽松的 , 4+ 2 2比关于 n =

9的 Heilbronn问题的解λ9大得多 .

图 1 Fig. 1

　　为了求得 λ9的正确答案 ,我们将构造一个规范

的 9阶完全图 G,它的顶集 V包含一个规范的 2阶子

集 V-′= {A ,B } ,参数λ= [G ]是待定的 .我们考察

W(V′)的容度 .在W( V′)的闭包 [即W(V′)及其边界的

并集 ]内作一个以 AB (边长为 1)为一边、λ为对角线

的矩形 ABCD ,再以 AC为对角线作矩形 AFCE使

|CE|= 1,然后取点 H、M、N使

|HM|= |MN|= 1,|HB|= |HF|= λ,

|ME|= |MD|= |N B|= |N F|= 1
.

显然 H、 M、 N共线且点 D , C , F与 E、 A、 B关于

直线 MN 对称 .以这对称轴为 x 轴 ,直线 AC为

y轴作直角坐标系如图 2.设θ= ∠NMD ,则由对称
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性有 M ( -
1
2
, 0) , N (

1
2
, 0) , H ( -

3
2
, 0) ,C ( 0,

λ
2
) ,

D ( -
1
2
+ cosθ, sinθ) , F (

1
2
- cosθ, sinθ) .由对称性

得 E、 A、B的坐标 .据|HF|= λ,|CD|= 1及直角三

角形 ADC得方程组

图 2 Fig . 2

( 2 - co sθ) 2 + sin2θ= λ2 ,

( -
1
2 + cosθ)

2
+ (

λ
2 - sinθ)

2
= 1,

1+ ( -
1
2
+ cosθ) 2+ (

λ
2
+ sinθ) 2 = λ2 .

这个方程组是相容的 ,并且可从第 1个方程得 cosθ,

后两个方程得 sinθ,再据欧拉公式得关于λ的方程:

cosθ=
1
4
( 5 - λ2 ) , sinθ= (λ2 - 2) /( 2λ) ,

λ
6
- 6λ

4
- 7λ

2
+ 16= 0 .　　　　　　　　 (* )

在电子计算机上作双精度运算可得

λ= 2. 586290620121739…

cosθ= - 0. 42222479…

sinθ= 0. 90649116…

据此可确定各顶点坐标 .设点 H关于 y轴的对称点

为 H1 (
3
2
, 0) .容易验证 9阶点集 V= {A ,B ,C , D ,E ,

F ,M ,N , H (或 H1 ) }是关于参数λ闭规范的 ,以 V为

顶

集作成的图 G有 [G ] = λ.据上述作法可知 ,在W(V′)

的闭包中恰能作成这样一个 7阶点集 V′= {C ,D , E ,

F ,M , N , H (或 H1 ) } ,由此易知在 W( V′)中再也不能

包含任何一个开规范的 7阶点集 ,即 |W( V′)| <

|V′|.据定义 4知规范的 2阶子集 V
-′是正规的 ,据定

理 3知图 G是第一类 9阶 Heilbronn图 ,于是我们有

　　定理 6　λ9 = 2. 5862906… ,它满足方程 (* ) .

注意到顶点 H也可取为 H1 ,似乎是不稳定的 .

但这两种取法所得的两个图同构 .在本文的后续的系

列文章中将讨论图的稳定性问题 ,深化规范的 n阶完

全图的研究 , 推导出一批新的成果 .
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